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Badacze od wielu lat zajmuja si¢ modelowaniem zjawisk gospodarczych i spotecz-
nych. Modele matematyczne maja swdj specyficzny jezyk. Dobrym narzedziem stuzacym
do modelowania zjawisk ekonomicznych jest teoria gier, ktora po raz pierwszy w 1944 roku
zastosowali John von Neuman i Oscar Mongerstern w pracy Teoria gier i ekonomicznych
zastosowari. Jednakze pewien typ gier nie byt dotychczas wykorzystywany w zastosowa-
niach, a mianowicie gry z kompletna informacja, zwane réwniez grami Banacha-Mazura.
Polegaja one na tym, ze w dowolnym momencie wyboru dokonuje tylko jeden gracz, ktéry
zna dotychczasowe wybory przeciwnika, a gra jest prowadzona sekwencyjnie. Jako pierwszy
gr¢ nieskoniczong z kompletna informacja przedstawit S. Mazur okoto 1935 roku, w Ksiedze
szkockiej. S. Banach podal modyfikacje tej gry. Obecnie gry tego typu nazywane sg grami
Banacha-Mazura.

Celem artykutu jest przedstawienie kilku znanych wersji gry Banacha-Mazura, a takze
zaprezentowanie jej kolejnej modyfikacji. Podjgto réwniez probg zaprezentowania ekono-
micznych i spotecznych zastosowan gier pozycyjnych.

Stowa kluczowe: gry Banacha-Mazura, gra nieskonczona z kompletna informacja, liczby
pierwsze, aukcja holenderska, gra w szachy.
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Wprowadzenie

Modelowanie zjawisk gospodarczych i spotecznych polega na uproszczonym
opisie, bardzo czgsto za pomoca symboli matematycznych, rzeczywistosci ekono-
micznej. Ogolnie przez model mozna rozumie¢ zbior zatozen upraszczajacych wraz
z opisem przedmiotu (przedmiotow) modelowania. Konstruowanie modeli stato si¢
metoda upraszczania problemow, na przyktad przez eliminacj¢ zb¢dnych informacji
i zwigkszania w ten sposob szans na rozwiazanie. W efekcie modelujac konkretne
zjawisko o charakterze ekonomicznym czy spotecznym, buduje si¢ pewien schemat
przebiegu danego zjawiska i za pomocg teorii matematycznej bada nie sama rzeczy-
wistos¢, ale ten schemat. W teorii modelowania zjawisk ekonomicznych za pomo-
ca formalizméw matematyki mozna wyr6zni¢ nastgpujace dziedziny: ekonometrig,
ekonomi¢ matematyczna, teori¢ podejmowania decyzji, zwang rowniez badaniami
operacyjnymi, a takze teori¢ gier. Sformalizowanie zjawisk ekonomicznych za po-
moca modeli dodato ekonomii powagi. Pomimo ilosciowych, a nawet jako$ciowych
niedoskonatosci, modele ekonomiczne opisane przy uzyciu symboli i okreslen za-
czerpnig¢tych z matematyki zdaja egzamin w konfrontacji z rzeczywistoscia nawet
wowczas gdy opis badanego zjawiska wydaje si¢ subiektywny i specyficzny dla da-
nej galezi wiedzy. Subiektywizm nie przeszkadza jednak w prognozowaniu i podej-
mowaniu decyzji. Prognozowanie na podstawie modelu jest o wiele bardziej precy-
zyjne niz na podstawie domystéw i skojarzen ekspertow. Sformalizowanie zjawisk
ekonomicznych pozwala takze lepiej zrozumie¢ problem, a nawet go rozwiazac.

Przedmiotem artykutu jest ilustracja interakcji spotecznych i pewnych zjawisk
ekonomicznych za pomoca jgzyka teorii gier, a konkretnie gier pozycyjnych. Wpro-
wadzenie teorii gier do opisu zjawisk ekonomicznych przez Johna von Neumana
i Oscara Morgensterna w pracy z 1944 roku zatytutlowanej Teoria gier i postepowania
ekonomicznego (Theory of Games and Economic Behavior) okazato si¢ bardzo tra-
fionym krokiem. Teoria gier umozliwita na przyktad tatwe ustalenie stanu rownowa-
gi dla wybranych proceséw ekonomicznych (w tym przypadku w sensie Nasha) pod
warunkiem, Ze zostana przyjete zatozenia dotyczace okreslonych regut obowiazuja-
cych w trakcie gry, a takze nie bedzie mozliwe zawieranie jakichkolwiek porozumien
poza schematem gry i wbrew wczesniej ustalonym regutom. Tworzenie koalicji przed
rozegraniem okreslonej partii jest oczywiscie mozliwe, tak samo jak mozliwy jest
kompromis obowiazujacy graczy zawarty przed rozpoczeciem okreslonej rozgrywki.
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Teoria gier, pomimo Ze naktada bardzo silne warunki na sposob przebiegu gry, po-
zwala uzyskac rzetelne wnioski o duzym znaczeniu praktycznym. Moze zajmowac
si¢ modelowaniem zjawisk gospodarczych, w ktorych uczestnicza konkurujace i ko-
operujace ze sobg podmioty, ale rowniez uwzglednia¢ nastroje i reakcje uczestnikow
rynku, zgodnie z teorig perspektywy, mowiaca, ze gospodarka to nie tylko prawidto-
wosci, ale rowniez ludzie oddzialujacy na rynek przez swoje zachowania. Klasyczna
teoria gier opiera si¢ bowiem na zatozeniu, ze gracze sa egoistami, ktdrzy zachowuja
si¢ racjonalnie i daza do maksymalizacji wlasnej funkcji uzytecznosci. Obecnie co-
raz czgSciej rozwazane sg sytuacje, w ktorych gracze sktonni sa do altruizmu, a tym
samym do ponoszenia pewnych kosztow w celu podziatu wyptat. W tym przypadku
chodzi o nowe teoriogrowe modele tak zwanych nieegoistycznych preferencji. Modele
te zachowuja wszelkie zatozenia klasycznej teorii gier, dopuszczajac jednak sytuacje,
w ktorej wyplaty graczy zaleza od wyptat konkurentéw [Drabik, 2010]. Popularne sa
takze modele aukcji [Drabik, 2007]. W ostatnich latach powstalo wiele prac o aukcjach
i ich modelach. Najbardziej znanymi i podstawowymi aukcjami sa: angielska, holen-
derska, pierwszej i drugiej ceny. Dwie pierwsze sa aukcjami ustnymi (oral auction),
dwie ostatnie pisemnymi (written auction). Ich przebieg mozna wymodelowac przy
uzyciu symboli i wzorow matematycznych [Klemperer, 2002].

Warto dodac, ze istnieje wiele barier stworzonych zar6wno przez matematy-
kéw, jak 1 ekonomistow, ktorych celem jest zapobieganie ,,przenikaniu” matematy-
ki czystej w ,,rejony” zastosowan, nie tylko ekonomicznych. Wiadomo réwniez, ze
aby powstaty nowe idee, konieczne jest polaczenie matematyki stosowanej z czysta
i stworzenie jezyka, ktory pozwoli na umiejgtny opis praktycznych zjawisk. Przy-
ktadem takich dziatan sa gry pozycyjne, ktorych zastosowaniom poswigcony jest
niniejszy artykul. Gry pozycyjne zostaly stworzone w latach 40. XX wieku przez
polskich matematykow ze stynnej szkoty lwowskiej i zapisane w tak zwanej Ksiedze
szkockiej. Ze wzgledu na nazwiska autoré6w nazywano je grami Banacha-Mazura.

Kolejnym celem jest prezentacja bardziej znanych wersji gier typu Banacha-
-Mazura, ich oryginalna modyfikacja wykorzystujaca wtasnosci liczb pierwszych,
a takze przedstawienie krotkich propozycji ich zastosowan

Artykut skonstruowano nastepujaco: w drugiej czesci zaprezentowano orygi-
nalne wersje gry Banacha-Mazura i jej niektore modyfikacje. Opis gier opatrzono
obszernym komentarzem ztozonym z twierdzen dotyczacych istnienia rozwigzan.
W trzeciej czesci zaprezentowano modyfikacje gry Mazura-Banacha, w ktorej wy-
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korzystano elementarne wlasnosci liczb pierwszych. W czwartej czeséci przedstawio-
no propozycje zastosowan tego typu gier. Kilka krotkich uwag zwiazanych z mode-
lowaniem ekonometrycznym zawarto w podsumowaniu.

1. Gra Banacha-Mazura i jej odmiany

Wazkim problemem konkurencyjnym sa gry o nieskonczonej liczbie strategii.
Wigkszo$¢ problemoéw zwigzanych z tymi grami sformutowano w latach 1935-1941
XX wieku i zapisano w tak zwanej Ksiedze szkockiej. Jest to zeszyt zakupiony przez
zong Stefana Banacha, do ktorego Iwowscy matematycy, a wsrod nich Stanistaw Ma-
zur, Stanistaw Ulam oraz Hugo Steinhaus, wpisywali w trakcie rozmow w kawiarni
o nazwie Szkocka problemy matematyczne. Ksiega szkocka byta prowadzona niemal
sze$¢ lat. Wiele problemow zapisanych w niej powstato we wczesniejszych latach i nie
wszystkie doczekaty si¢ rozwiazania. Po drugiej wojnie S$wiatowej pani Lucja Banach
przewiozta Ksiege szkockq do Wroctawia, a tam Hugo Steinhaus przepisat ja r¢cznie
1w 1956 roku wystat jej kopie do Los Alamos (USA, stan Nowy Meksyk) do Stanist-
wa Ulama. Ten przettumaczyt ja na jezyk angielski, po czym skopiowat — na wtasny
koszt — w 300 egzemplarzach i rozestal do r6znych uniwersytetow. Zainteresowanie
byto tak duze, ze wkrotce zostata ona opublikowana i1 doczekata si¢ wielu wydan,
gléwnie w jezyku angielskim [Duda, 2007]. W Ksiedze szkockiej pod numerem 43 Sta-
nistaw Mazur zaprezentowal nastepujaca gre [Ksiega szkocka, s. 20; Mauldin, 1981].

Przyktad 1 (definicja pewnej gry — Mazur). Dany jest pewien podzbior E liczb
rzeczywistych. Gra migdzy graczami 1 i 2 polega na tym, ze gracz 1 wybiera odci-
nek d, jako drugi w kolejnosci wyboru dokonuje gracz 2 — wybiera dowolny odci-
nek d, zawarty w d,, nastgpnie gracz 1 wybiera dowolny odcinek d, zawarty w d, itd.
Gracz 1 wygrywa jesli przekroj d,, d,, d., ... zawiera punkt zbioru E; w przeciwnym
przypadku wygrywa gracz 2.

Dopisek Mazura byt taki: ,,Jezeli E jest dopelnieniem zbioru pierwszej katego-
rii (zobacz przypis 3), to istnieje metoda, przy ktorej wygrywa gracz 1, jesli £ jest
zbiorem pierwszej kategorii, to istnieje metoda przy ktorej wygrywa gracz 2.

Mazur dopisal rowniez nastgpujace pytanie.

,»Czy prawda jest, ze dla gracza 1 istnieje metoda wygrania tylko dla takich
zbiorow E, ktérych dopelnienie jest w jakims odcinku pierwszej kategorii; podobnie
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czy metoda wygrania istnieje dla gracza 2 tylko wowczas gdy E jest zbiorem pierw-
szej kategorii?”
W Ksiedze szkockiej sformutowano rowniez kilka odmian gry Mazura.

Przyktad 2 (Ulam). Dany jest podzbior E liczb rzeczywistych. Gracze 11 2 po-
daja na przemian, po kolei liczby O lub 1. Gracz 1 wygrywa, jezeli liczba utworzona
z tych cyfr w podanym porzadku (w systemie dwojkowym) nalezy do zbioru E. Dla
jakich zbioréw E istnieje metoda wygrania gry dla gracza 1 (gracza 2)?

Przykiad 3 (Banach). Dany jest zbior liczb rzeczywistych E. Gracze 1 1 2 po-
daja dowolne liczby rzeczywiste dodatnie, z tym ze nastgpny podaje liczbg mniejsza
niz ostatnia podana. Gracz 1 wygrywa, jezeli suma szeregu liczb podanych jest licz-
ba ze zbioru E [Ksiega szkocka, s. 21].

Gra Mazura doczekata si¢ wielu modyfikacji. Oto niektore z nich.

Przyktad 4 (Gra Banacha-Mazura G|). W grze uczestniczy dwoch graczy.
Wybieraja oni kolejno cyfry 0 lub 1, przy czym wybory sa jawne. Po przeliczalnej
liczbie krokdéw powstaje pewien ciag zer i jedynek. Tego typu ciagi tworza zbiodr
nazywany zbiorem Cantora C'. Jezeli w zbiorze Cantora jest wyrdzniony pewien
podzbidér X C C, to mozemy powiedzie¢, ze pierwszy z graczy gra wilasnie na ten
zbior. Innymi stowy, jezeli wynik rozgrywki jest punktem zbioru X, to znaczy
(al, a,, .)eX c C, gdzie a,= 0 lub 1, to wygrywa pierwszy gracz; w przeciwnym
wypadku wygrywa drugi. Mozna postawi¢ standardowe pytanie, czy gracz rozpo-

czynajacy gre I', ma zawsze strategig wygrywajaca?
Nalezy zwroci¢ uwagg, ze gra G| jest gra nieskoficzong o przeliczalnym zbiorze
strategii. Inna wersja omawianej gry jest nastgpujaca.

Przyktad 5 (gra typu Banacha-Mazura G,). Jeden z graczy wybiera jedna z cyfr
0, 1, ..., 9, potem drugi z graczy wybiera jaka$ cyfre, a nastgpnie wyboru dokonuje
gracz 1 itd. Razem generuja pewien nieskonczony ciag cyfr, na przyktad 5791. Ta-
kiemu ciagowi przyporzadkowuje sig¢ liczbg 0,5791... € [0, 1]. Przed rozpoczgciem
gry ustala si¢ podzbior X odcinka [0, 1]. Wygrywa gracz 1, gdy wspolnie wygenero-

! Konstrukcja zbioru Cantora: odcinek [0, 1] dzielony jest na 3 réwne cze$ci i Srodkowy prze-
dziat otwarty uznaje si¢ za wyltaczony. Pozostate odcinki [0, 1/3] 1 [2/3, 1] dzieli sig¢ na 3 réwne czgsci
i wylacza sig czgsci Srodkowe otwarte. Zbior Cantora C={0, 1} to takze potgga kartezjanska zbioru
o dwu elementach (o tym wlasnie zbiorze jest mowa w przyktadzie 4). Warto przypomnie¢, ze zbior
Cantora ma moc continuum; jest zatem rownoliczny ze zbiorem liczb rzeczywistych.
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wana liczba znalazta si¢ w tym zbiorze. Wygrywa gracz 2, gdy wygenerowana liczba
do tego zbioru nie nalezy.

Nietrudno zauwazy¢, ze gra ma strategi¢ wygrywajaca. Mozna na przyktad przy-
jac, ze na poczatku gracze ustala zbior X=1[0,5; 0,7]. Przy tak ustalonym zbiorze X wy-
starczy, aby gracz 1 jako pierwsza wybral jedna z cyfr: 5 Iub 6, a ma ,,wygrana w kie-
szeni”. Wybor dowolnej innej cyfry bedzie rownowazny z tym, ze wygrywa gracz 2.

Przyktad 6 (gra typu Banacha-Mazura G,). Niech X bedzie pewnym danym
zbiorem, o ktorym nie zaktada si¢ niczego konkretnego. Gracz 1 dzieli zbior na
dwie roztaczne czgsci. Drugi wybiera jedna z nich. Gracz 1 ponownie dzieli wybra-
ny przez gracza 2 zbior na dwie roztaczne czgsci, a nastgpnie drugi wybiera jedna
z nich, itd. Gracz 1 wygrywa, jesli czgs¢ zbioru przeznaczona do podziatu jest nie-
pusta, a drugi wtedy i tylko wtedy, gdy jest pusta.

Gra G, jest gra nieskonczona, ktora zaprezentowat Jan Mycielski [Mycielski,
1992]. Jest to gra analogiczna do oryginalnej gry Mazura z przykladu 1, z tym ze
X nie musi by¢ zbiorem liczb rzeczywistych. Pokazano, ze dla okre$lonych typow
zbioru X jeden z graczy ma w tej grze strategi¢ wygrywajaca.

Przyktady gier Banacha-Mazura mozna mnozy¢. Zawsze pozostaje jednak py-
tanie: dla jakich zbioréw istnieje strategia wygrywajaca?

W dalszym ciagu formalnie opisano pozycyjna gre nieskonczona z kompletna
informacja.

Niech 4 i1 B beda odpowiednio zbiorami strategii gracza 1 i gracza 2. Funkcja
¢. Ax B—> R oznacza wyplate, przy czym R=RU {— 00, + oo}, gdzie R jest
zbiorem liczb rzeczywistych.

Reguly gry sa nastgpujace: gracz 1 wybiera strategi¢ a € A, gracz 2 wybiera
strategi¢ b € B. Wybory sa niezalezne. Zaklada sig, ze kazdy z graczy ma informacje
o dotychczasowych ruchach przeciwnika. W przypadku wygranej gracza 1, gracz 2
placi kwote @(a, b). W przeciwnym razie gracz 1 placi drugiemu — @(a, b).

Niech w € N, gdzie N jest zbiorem liczb naturalnych. Przez P oznaczmy zbior
wyboréw obydwu graczy. Gracz 1 wybiera p, € P, gracz 2 wybiera p € P, nastgpnie
gracz 1 wybiera p, € P itd. Istnieje funkcja f': P =R, f(p,, p,,...), okreslajaca
symboliczng wyplate, jaka gracz 2 wyptaca graczowi 1 w przypadku przegrane;.
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Definicja 1. Trojke (A4,B,p), taka ze Az{a:UP" —>P}, gdzie P’ ={¢}

n<a

, B= {b: U P — P} ,p(a,b)=f(p,,p,,-.)» Z zalozeniem, ze istnieje funkcja

O<n<w

[P >R oraz p, =a(@), py =b(p,), p, =a(p), py =b(py, p,): ps = a(p;, ps)
... nazywamy nieskonczona gra pozycyjna z kompletna informacja.
Przebieg gry nieskonczonej <A,B,go> z kompletna informacjq przedstawiono

na rysunku 1.

Rysunek 1. Schemat przebiegu gry nieskonczonej z kompletng informacja

Py Pz Py
/‘ \ /‘ \ /‘
Py P,

Zrédto: opracowanie whasne na podstawie [Mycielski, 1992].

Mozna przyjac, ze trojka <A,B,(p> jest rObwnowazna parze <P"’, f > Ciag
p=(py,p,,-..) zdefiniowany powyzej okresla pewna strategig gry. Z kolei skoficzo-
ny ciag g = (p,,....p, ) € P" okresla pozycjeg gry.

W dalszych rozwazaniach przyjmuje si¢, ze f jest funkcja charakterystyczna
zbioru X < P”, okre$lona w nastepujacy sposob:

f(p)=0jezelipeg X
{f(p):l jezeli peX.

Jezeli f(p) = 1, wygrywa gracz 1, jezeli f(p) = 0, to wygrywa gracz 2. Gra
<P“’, f > moze by¢ rowniez zapisana jako <P“’,X > Kluczowym pojgciem w tego
rodzaju grach jest gra zdeterminowana.

Definicja 2 (Mycielski). Grg <A,B,(o> nazywamy zdeterminowana, jezeli:

inf sup p(a,b) <v < supinf ¢(a,b) (D
beB eq beB

acA a

gdzie v — warto$¢ gry.
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Wedhug definicji 2 nieskonczona gra pozycyjna jest zdeterminowana, jesli dol-
na i gbrna warto$¢ gry sa sobie rowne. Gra nie jest zdeterminowana wowczas, gdy:

ibn}: sup ¢(a,b) < v <supinf ¢(a,b) 2)

€L geq acd beB

Jezeli gra ma warto$¢ v oraz istnieje strategia a, gracza 1, ze ¢(a, b) > v dla kaz-
dego b, to a, jest optymalna strategia gracza 1. Jezeli natomiast ¢(a, b)) < dla kazdej
strategii a, to b, nazywamy optymalna strategia gracza 2. Okazuje sig, ze gra moze
by¢ zdeterminowana, ale moze nie istnie¢ optymalna strategia [Mycielski, 1992,
rozdz. 3]. Umiej¢tne ,,prowadzenie” gry, gdy jest ona zdeterminowana przez jed-
nego z graczy, zawsze moze prowadzi¢ do wygranej. Tym samym w przypadku gry
zdeterminowanej mozna przyjac, ze jeden z graczy ma strategie wygrywajaca.

W opracowaniu [Mycielski, 1992] podano wiele twierdzen, ktére utatwiaja,
identyfikacjg gier zdeterminowanych.

W dalszym ciagu przyjmuje si¢, ze jezeli funkcja f: P” —> R ma taka wias-
nos¢, ze f(p,,p,,...) nie zalezy od wyboru p, dla pewnego n, takiego ze i > n, to gra
<P"’, f > bedzie gra skonczona z kompletna informacja.

Twierdzenie 1 (Mycielski [Mycielski, 1992]). Kazda gra skonczona z komplet-
na informacja jest zdeterminowana.

Dowdd [Mycielski, 1992, propozycja 2.1, s. 45].

Twierdzenie mowi, ze kazda gra skonczona z kompletng informacja ma wartos¢
dolna réwna warto$ci gornej, a takze rowna wartosci gry. W tym przypadku mozna
pokazaé, ze istnieje przynajmniej jedna strategia ,,wygrywajaca” w tej grze. Innymi
stowy, jezeli uda sig udowodnic, ze gra jest zdeterminowana, to mozna tez wykazac, ze
przynajmniej jeden z graczy ma strategi¢ wygrywajaca w grze typu Banacha-Mazura.

Twierdzenie 2 (Mycielski [Mycielski, 1992]). Jezeli zbior X C P” jest domknigto-
-otwarty?, to gra <P‘”,X > jest zdeterminowana.
Dowadd [Mycielski, 1992, propozycja 3.2, s. 46].

2 Dana jest przestrzen X. Przyjmuje sig, ze elementy X sa punktami. Zbior V' C X jest otwarty

wtedy i tylko wtedy, gdy kazdy punkt x € V' ma otoczenie zawarte w V. Zbiorem domknigtym w X
nazywamy natomiast zbior Z , ktérego dopetnienie X\Z jest zbiorem otwartym. Zbiory, ktore sa row-
nocze$nie domknigte i otwarte w X, nazywa si¢ domknigto-otwartymi.
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Wniosek 1. Jezeli f:P” — R ma te wlasnosé, ze dla kazdego x eR zbior
{peP”: f(p)<x} lub zbior {pe P”: f(p)<x} jest domknigto-otwarty, to gra
<P“’, f > jest zdeterminowana.

Zbiory, o ktérych mowa we wniosku 1, powinny mie¢ tak zwana wlasnos¢
Baire’a’. Te wlasno$¢ maja na przyktad wszystkie zbiory mierzalne w sensie Les-
begue’a.

Istnieje wiele gier nieskonczonych z kompletna informacja, ktére sa zdetermi-
nowane. Duza klase takich gier tworza gry rozgrywane na odcinku [0, 1], pomimo ze
sktadasig on znieprzeliczalnej liczby elementdw. To, czy grajest zdeterminowana, czy
nie, zalezy od doboru zbioru X. Do okreslania tego zbioru brane sa pod uwagg aksjo-
maty teorii mnogosci [Kuratowski, Mostowski, 1978]. Z punktu widzenia dowodéw
cytowanych twierdzen szczegélnie wazny okazat sig¢ aksjomat wyboru, orzekajacy,
ze jezeli X jest rodzing zbiorow, z ktdrych zaden nie jest pusty i wszystkie sa roztacz-
ne, to istnieje taki zbior, ktory zawiera dokladnie po jednym elemencie kazdego ze
zbiorow nalezacych do rodziny X. Korzystajac z tego aksjomatu, udato si¢ pokazaé,
ze wiele gier rozgrywanych na odcinku [0, 1] to gry zdeterminowane. Niestety, jed-
noczes$nie z tego aksjomatu wynika, Ze istnieja roOwniez gry niezdeterminowane, czyli
takie, ktore nie gwarantuja wygranej zadnemu z graczy. Mycielski i Swierczkowski
(niektore zrodla podaja, ze Mycielski 1 Steinhaus [Ryll-Nardzewski, 1973]) zapro-

3 W dowodach cytowanych twierdzen wykorzystuje sie wiele poje¢ znanych z teorii mnogosci.
Pojeciem wymagajacym wprowadzenia pewnych definicji i okreslen jest wtasno$¢ Baire’a. W celu wyja-
$nienia, na czym polega ta wlasno$¢, ograniczono si¢ jedynie do przypomnienia pewnych klas zbiorow.

1. Wnetrzem zbioru Z (Int Z) nazywamy najwigkszy zbior otwarty zawarty w Z lub, co na jedno
wychodzi, sumg wszystkich zbioréw otwartych zawartych w Z.

2.7Zbiér FrZ = Z\IntZ nazywamy ograniczeniem zbioru Z.

3. Zbior Z nazywamy gestym w X, jesli Z =X.

4.7Zbidr Z nazywamy brzegowym w X, jezeli IntZ=@, co jest rownowazne z tym, ze jego dopel-
nienie jest zbiorem ggstym.

5. W przestrzeni R liczb rzeczywistych zbior liczb wymiernych jest zarowno zbiorem ggstym,
jak i brzegowym. Jednak suma dwoch zbiorow brzegowych moze nie by¢ zbiorem brzego-
wym. Na przyktad, liczby wymierne i niewymierne sa zbiorami brzegowymi, lecz tworza
sumg, ktora nie jest zbiorem brzegowym (suma to zbior liczb rzeczywistych).

6. Zbiory o wlasnosci Baire’a sa to zbiory postaci Z U X, gdzie Z jest iloczynem przeliczalnej
mnogosci zbioréw otwartych, a X — zbiorem pierwszej kategorii.

7. Zbiorem pierwszej kategorii moze by¢ suma przeliczalna zbiorow nigdzieggstych. Z kolei,
zbiorem nigdzieggstym jest zbidr, ktérego domknigceie jest zbiorem brzegowym.
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ponowali wigc nastepujacy aksjomat, zwany aksjomatem determinacji*. Mowi on, ze
w grze zdeterminowanej typu Banacha-Mazura jeden z graczy ma zawsze strategig
zwycigska. Poniewaz cytowane aksjomaty sa ze soba w sprzecznosci, wigc w pracy
[Mycielski, 1992] poddano szczegotowej analizie poszczegdlne gry typu Banacha-
-Mazura G,, uwzgledniajac przy tym specyfike zbioru X. Idea doboru zbioru X
w grze zdeterminowanej jest nastgpujaca.

Niech dany bedzie zbior Q oraz X C Q¥ o ktorych nie zaktada si¢ nic szcze-
golnego. Gra przebiega analogicznie do tej, ktora zaprezentowano w przyktadzie 3,
a wigc gracze na przemian wybieraja elementy zbioru Q, ktore nastgpnie ustawiaja
w ciag g nalezacy do Q~. Jezeli ¢ € X, to wygrywa gracz 1, jezeli ¢ ¢ X to wygrywa
gracz 2. Jest to ogdlniejszy przypadek gry G, , ktdry oznaczono jako G .

Twierdzenie 3 (Mycielski [Mycielski, 1992]). Jezeli gracz 2 ma strategig¢ wy-
grywajaca w grze G’, to X jest zbiorem pierwszej kategorii.

Dowod [Mycielski 1992, twierdzenie 4.1, s. 47).

Gra G, zaprezentowana w przyktadzie 6 dotyczy podziatu zbior6w w okreslony
sposob przez graczy. W przypadku tej gry mozna rowniez sformutowaé twierdzenie,
ktore po czgsci jest odpowiedzia na przewijajace si¢ tu pytanie: czy w grze istnieje
strategia wygrywajaca?

Twierdzenie 4 (Mycielski [Mycielski, 1992]). Jezeli gracz 2 ma strategi¢ wy-
grywajaca w grze G, to |X| <N,

Symbol |X | oznacza moc zbioru X, a N, jest liczba kardynalna, zwana alefem
zero, okreslajaca moc zbioru liczb naturalnych. Twierdzenie 4 mowi, ze gracz 2 ma
w grze G, strategig wygrywajaca jezeli gra ma przeliczalng liczbg strategii. Z punktu
widzenia teorii mnogosci opisana sytuacja dotyczy zbiorow, ktérych moc jest mniej-
sza od liczby alef zero lub jej rowna’.

Istnieja gry nieskonczone z kompletna informacja, ktore sa niezdeterminowane.

Twierdzenie 5 (Mycielski [Mycielski, 1992]). Istnieje zbior X C {0, 1}, taki ze
gra <{0, 1}*, X > nie jest zdeterminowana.

4 Pojecie to po raz pierwszy pojawito si¢ w referacie H. Steinhausa i J. Mycielskiego wygla-

szanym 25.10.1960 r.

5 Liczba kardynalna alef zero okre$la moc zbiorow przeliczalnych.
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Dowadd [Mycielski, 1992, propozycja 3.1, s. 46].

Zbidr X z twierdzenia 5 jest zbiorem Cantora, ktory nie jest przeliczalny. Moz-
na zatem sformutowac taka gre¢ typu Banacha-Mazura, ktora nie ma rozwigzania.
Problem konstrukcji takich gier jest zatem otwarty. W celu przyblizenia ich wtasno-
$ci mozna sformutowaé nastepujacy wniosek.

Whiosek 2. Jezeli pewien zbior X zawarty w przestrzeni metrycznej £ nie ma
wlasno$ci Baire’a lub jest nieprzeliczalny, to mozna okresli¢ gre <{0, 1}, X > typu
Banacha-Mazura, ktora jest niezdeterminowana.

Majac na uwadze powyzsze rozwazania w kolejnej czeséci artykutu zaprezento-
wano dwie nowe wersje gry Banacha-Mazura.

2. Liczby pierwsze a gry typu Banacha-Mazura

Do sporzadzenia oryginalnych odmian gier typu Banacha-Mazura warto wy-
korzysta¢ wlasnos$ci liczb pierwszych, gdyz zbior liczb pierwszych jako przeliczalny
spelnia wigkszo$¢ wlasnosci stawianych zbiorom, ktore gwarantuja, ze rozwazana
gra jest zdeterminowana.

Przykfad 7. Gra G,. Gracz 1 wybiera liczbg s, = 2n + k, gdzie k < n i oblicza
element ciagu postaci:

3)

n

]2, gdy 3p,qeP, takie ze 2n+k=p+q(*)
2%, gdy k<n —3pqeP, takie ze zachodzi (*)

gdzie P, — zbior liczb pierwszych.

Gracz 2 podaje kolejna liczbg s, = 2n, + k, taka ze s,> s, i znajduje kolejny ele-
ment ciagu (3). Nastgpnie analogiczny krok wykonuje gracz 1, itd. Jezeli limx, — 0,

to wygrywa gracz 1; w przeciwnym wypadku wygrywa gracz 2. Czy istnieje strate-
gia zwycigska?

Uwaga do dowodu. W pracy [Marzanowicz, Zarzycki, 2006] podano wlasnosé¢
liczb pierwszych moéwiaca, ze:

Wiasnos¢ 1. Kazda parzysta liczba naturalna wigksza od 4 moze by¢ zapisana
jako suma dwoch liczb pierwszych nieparzystych.
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Zgodnie z wlasno$cig 1 wystarczy, aby gracz 2 podawat kolejno liczby niepa-
rzyste, a w k-tym kroku moze trafi¢ na taka liczbe, ktéra nie spelnia warunku (*).

Wowczas x, > x,_, stad x, nie zbiega do zera. Gracz 2 ma zatem strategi¢ wygry-

k-1°
wajaca. Warto takze zauwazy¢, ze zbidr ciagdw postaci (3) jest zbiorem pierwszej
kategorii 1 jest on przeliczalny. Zgodnie z rozwazaniami zaprezentowanymi w czgsci

2 gra jest wigc zdeterminowana (spetnione jest twierdzenie 4).

Przyktad 8. Gra G,. Gra przebiega w analogicznie do G, zaprezentowanej
w przyktadzie 7, z tym ze liczby, ktore podaja sekwencyjnie gracze, generujac ele-
menty ciaggu x, powinny spetnia¢ warunek (**) podany w ponizszym wzorze:

“4)

x”

2", gdy 3Ip,q,teP, takie ze 2n+k=p+q+t(**)
2%, edy k<n —3p,q,teP, takie ze zachodzi (**)

Podobnie jak poprzednio P, oznacza zbior liczb pierwszych. Czy istnieje stra-
tegia wygrywajaca?

W przypadku rozwazan dotyczacych gry G, nalezy skorzysta¢ z nastepujacej
wlasnosci liczb pierwszych [Marzanowicz, Zarzycki, 2006].

Witasnos¢ 2. Kazda liczbg nieparzysta wigksza od 7 mozna przedstawi¢ w po-
staci sumy trzech liczb pierwszych.

Korzystajac z wlasnosci 2, wystarczy przyjac, ze gracz 2 podaje kolejne liczby
parzyste wigksze lub rowne od 8. Woéwczas moze on trafi¢ na taka liczbe, ktéra nie
spelnia warunku (*). Ma on zatem strategi¢ wygrywajaca.

Wniosek 3. Gry G, i G sa zdeterminowane, czyli gracz 2 ma strategig
Wygrywajaca.

3. Kilka uwag o mozliwych zastosowaniach gier pozycyjnych

Gry typu Banacha-Mazura cieszyly si¢ w swoim czasie duzym zainteresowa-
niem, przede wszystkim matematykéw. Glownym pytaniem, ktore pojawiato sig
podczas rozwiazywania tych gier, byto: czy istnieje strategia wygrywajaca dla kto-
regokolwiek z graczy? Korzystajac z pewnika wyboru, juz na poczatku XX wieku
pokazano, ze istnieja takie zbiory X, dla ktorych zaden z graczy nie ma strategii
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gwarantujacej wygrana. Wprowadzenie nowego aksjomatu teorii mnogosci, zwa-
nego aksjomatem determinacji, sprawilo, ze poszukiwania strategii zwycigskiej
dla jednego z graczy stalo si¢ o wiele prostsze. R6zne warianty gier Banacha-Ma-
zura byly analizowane pod katem spetlienia warunku determinacji. Na przyktad
dowodzono, zZe jezeli uda si¢ znalez¢ zbidr, na ktérego podzbiorach okres§lona jest
miara nietrywialna, przeliczalnie addytywna, znikajaca na punktach i przyjmujaca
wartosci 0 lub 1, to wszystkie podzbiory analityczne okreslone na tym zbiorze sa
zdeterminowane, a tym samym przynajmniej jeden z nich ma strategi¢ wygrywa-
jaca [Ryll-Nardzewski, 1973].

Gry typu Banacha-Mazura mozna zaliczy¢ takze do nieskonczonych gier
wieloetapowych z kompletna informacja. Wiele praktycznych odpowiednikdw ta-
kich gier dotyczy sytuacji, w ktorej ,,zwycigzca bierze wszystko” (zob. np. gre
putkownik Blotto) [Malawski i in., 1997]. Z kolei mozliwos¢ zagwarantowania
wygranej juz w pierwszym kroku powoduje, ze niektore gry pozycyjne to gry typu
,Kto pierwszy, ten lepszy”. Ekonomicznym odpowiednikiem takiej gry jest aukcja,
podczas ktorej licytowany jest pojedynczy towar (obiekt). W tym przypadku kupu-
jacy, ktory ,,pierwszy” zostal zwycigzca aukcji, ,,bierze wszystko”. Podobnie jak
w wielu grach pozycyjnych, osoba-gracz, ktora pierwsza sktada ofertg, decyduje
o przebiegu aukcji. Jezeli oferta jest zbyt niska w stosunku do wyceny oferowane-
go towaru, zaproponowanej przez sprzedajacego, to przeciwnicy moga ja zarow-
no przebi¢, jak i zaniecha¢ licytacji. Odpowiada to sytuacji, gdy zaproponowana
przez rozpoczynajacego gre cyfra nie gwarantuje, ze liczba utworzona w wyniku
zestawienia sekwencyjnie podawanych znakoéw znajdzie si¢ w zadanym przedziale
(zob. przyktad 5). Warto pamigtaé, ze niezaleznie od rodzaju aukcji, optymalna
strategia licytujacego gracza polega na zaoferowaniu takiej kwoty, ktora gwaran-
tuje zwycigstwo (zakup towaru), a jednoczesnie nie przewyzsza wlasnej wyceny
towaru. W przypadku aukcji holenderskiej, gdzie cena jest obnizana sekwencyjnie,
zawsze moze znalez¢ si¢ kto$ pierwszy, kto zadeklaruje che¢ nabycia towaru i ta
osoba wygrywa aukcjg. Jest to typowy przypadek gry, w ktorej stosuje si¢ zasade
,»Kto pierwszy, ten lepszy” [Dixit, Nalebuff, 2009]. Aukcji holenderskiej odpowia-
daja na przyklad gry zaprezentowane w przyktadach 2 i 5. Na og6t poréwnanie
gier pozycyjnych z regutami aukcyjnymi ,,wypada korzystnie” dla regut odpowia-
dajacych aukcjom ustnym, zwlaszcza aukcji holenderskiej.
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Najbardziej znana, ,,skoficzong” gra pozycyjna, z kompletna informacja
o przeciwniku, jest gra w szachy, ktora data poczatek algorytmom sztucznej in-
teligencji, stosowanym obecnie w réznych dziedzinach wiedzy, migdzy innymi
do konstrukcji ztozonych modeli dynamicznych prébujacych przyblizy¢ ich row-
nowagg, a takze do jej opisu sytuacyjnego, jej braku w wielu uktadach gospodar-
czych. Gra w szachy zainspirowata powstanie wielu modeli wykorzystywanych
zarO6wno w nauce, jak i w zyciu codziennym.

Z punktu widzenia teorii gier nalezy podkresli¢, ze gra w szachy ze wzgledu
na skonczong liczbg strategii jest zdeterminowana, z czego, jak twierdzit Steinhaus
,»Wigkszo$¢ szachistow nie zdaje sobie sprawy” [Ryll-Nardzewski, 1973].

Podsumowanie

Symbolika postugiwano si¢ juz w starozytnosci. Pozwalata ona na uscislenie
opisywanego zjawiska, a takze stworzenie wygodnego aparatu umozliwiajace-
go ,,zapisanie” praktycznie dowolnej teorii. Ktopot w tym, ze zdarzaja si¢ teorie
i modele uzywajace terminologii matematycznej w sposob wadliwy i1 nieuzytecz-
ny. Przyktadem jest wiele modeli rynkow finansowych, ktére przez biedne za-
lozenia prowadzily ich autoréw do klgsk finansowych. Takze kryzysy i krachy
finansowe sa prawdopodobnie bezposrednim nastgpstwem skomplikowanej, ge-
nerujacej toksyczne papiery ,,warto$ciowe” inzynierii finansowej. Znani inwe-
storzy i przedstawiciele finansow mawiaja, ze jesli si¢ czego$ nie rozumie, to nie
nalezy si¢ tym postugiwaé. Legendarny gracz gietdowy Warren Buffet przestrze-
ga: ,,jesli musisz dokopywac si¢ do zbyt wielu szczegdtéw to co$ jest nie tak”.
Mowi takze: ,,dopiero podczas odptywu (czytaj kryzysu — przyp. E.D.) widac,
kto ptywat bez majtek” [Lowe, 1997]. W przeciwienstwie do modeli rynkéw fi-
nansowych modele aukcji dotychczas sprawdzaja si¢ bez zarzutu [Cheng, 2006;
Klemperer, 2002].
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THE RELATIONSHIP BETWEEN AUCTION RULES AND BANACH-MAZUR’S GAME

Abstract

Modelling economic phenomena, processes as well as a social interaction had been
shaped over the years. The theory of mathematical models has own language, strictly speci-
fied form, depending on the nature of described issues. The game theory was firstly used for
the description of economic phenomena in 1944’s by John von Neuman and Oscar Morgen-
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stern in: ,,Theory of Games and Economic Behavior”. The game theory was turned out that
to be an outstanding modelling device. But there are certain type of games, the so-called
positional game with perfect information (Banach-Mazur games), which so far have not been
applied in economy. The perfect information positional game is defined as the game during
which at any time the choice is made by one of the players who is acquainted with the previ-
ous decision of his opponent. The game is run on the sequential basis.

The aim of presentation is discuss selected Banach-Mazur games and to present some
applications of positional game.

Translated by Iwona Drabik

Key words: Banach-Mazur games, modelling of economic phenomena, oral auctions, chess.
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