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STRESZCZENIE

W artykule rozpatrzono wybrane aspekty prognozowania z wykorzystaniem klasycz-
nych modeli trendu. Zwrdécono uwagg na mozliwos$¢ wykonania btgdnej prognozy dla trendu
wielomianowego i potggowego. W przypadku trendu wielomianowego niebezpieczefistwo
wynika z faktu, ze prognoza wyrdzniajaca si¢ bardzo matym bi¢dem ex ante moze by¢ obar-
czona bardzo duzym bledem ex post. Trend potggowy niesie natomiast zagrozenia polega-
jace na niedopasowaniu krzywej teoretycznej do danych empirycznych, co spowodowane
jest wyestymowaniem wartoSci wyktadnika potggi (wzor (6)) b < 1 w miejsce poprawnej
wartosci b > 1.

Stowa kluczowe: predykcja z wykorzystaniem klasycznych modeli trendu, trend wielomia-
nowy, trend potggowy.

1. Uwagi dotyczace wykorzystania trendu wielomianowego

Klasyczny model trendu opisany szeregiem czasowym:

ye =f(0)+é; (1)
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gdzie:
y; — obserwacje,
t=1,2,...,n,
&;  — skladnik losowy,

f(¢) —posta¢ analityczna trendu,

sa czesto wykorzystywane w procesie prognostycznym ze wzgledu na ich zalety:
proste wzory okre$lajace oszacowania parametrow trendu i warto$¢ btedu ex ante
prognozy, brak koniecznosci wykonania prognozy zmiennej objasniajacej w okresie
prognozy (czas f). Przyktadem klasycznego modelu tendencji rozwojowe;j jest trend
wielomianowy o postaci:

N .
ve=ajt! +g ()
j=0
gdzie y; , &4 — jak we wzorze (1).

W zaleznosci od wartosci stopnia wielomianu N (wzor (2)) wyrdznia sig N = 1
trend liniowy, N = 2 trend paraboliczny, N = 3 trend wielomianowy trzeciego stop-
nia, N = 4 trend wielomianowy czwartego stopnia.

Analizujac literature z zakresu wykorzystania klasycznych modeli trendu
W procesie prognozowania, mozna zauwazy¢ duza polaryzacj¢ pogladow na oceng
przydatnosci trendu wielomianowego w zagadnieniach predykcji. Najbardziej en-
tuzjastyczna opini¢ mozna znalez¢ w pracy [Milo, 2002, s. 42], z ktorej pochodzi
nastepujacy cytat: ,,Uzytecznos¢ prognostyczna wielomianowych funkcji trendu
byla i jest oczywista zarowno dla ekonomistow [Lange, 1976; Tintner, 1952], jak
i inzynierow [Johnson, Leone, 1977]. Modele wielomianowe maja niewatpliwie
wazna zaletg w postaci duzej elastycznosci doboru stopnia wielomianu, a tym sa-
mym stopnia przyblizenia modelu do danych. Ekonomisci najchgtniej postugu-
ja si¢ parametrycznymi funkcjami wielomiandéw wzgledem zmiennej czasowej ¢.
Wielomiany takie sg naiwnymi modelami prognozowanego procesu w sensie kazu-
alnym, ale ich uzyteczno$¢ w prognozowaniu krotkookresowym ex ante jest czgsto
wyjatkowo duza”. Bardziej powsSciagliwe stanowisko prezentowane jest w pracy
[Hozer, 1994, s. 354], gdzie stwierdza sig: ,,W praktyce stosuje si¢ krzywe trendu
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stopnia co najwyzej trzeciego”. Podobne stanowisko reprezentuja autorzy pracy
[Zelias, Pawelek, Wanat, 2003, s. 80, 81], w ktorej zamieszczono wzory dotyczace
estymacji parametrow trendu parabolicznego i wielomianu trzeciego stopnia.

Kolejne ograniczenie dotyczace stopnia wielomianu mozna znalezé w pracy
[Cieslak, 2001, s. 76], gdzie sposrod trendow wielomianowych wymienia sig tylko
trend paraboliczny.

Najbardziej radykalne stanowisko zajmuje Z. Pawtowski, ktéry stwierdza
[Pawtowski, 1973, s. 172, 173]: ,,Innymi stowy, nawet bardzo dobra zgodnos¢ ob-
serwacji z trendem wielomianowym w probie nie pozwala automatycznie zaktadac,
ze bedzie tak 1 w przysziosci. Zauwazmy, ze gdy proba liczy n obserwacji, zastoso-
wanie wielomianu stopnia n — 1 zawierajacego n parametrow powoduje, Ze wszyst-
kie obserwacje leza na tym wielomianie i mamy idealna zgodno$¢ danych empi-
rycznych z modelem. Uzyskanie takiej «zgodno$ci» nie znaczy jednak, ze nastgpna
obserwacja nie odchyli si¢ juz — i to nawet znacznie — od f{f)”. Na kolejnej stronie
[Pawtowski, 1973, s. 173] Z. Pawlowski konkluduje ,,Krytyka koncepcji trendow
wielomianowych nie odnosi si¢ jedynie do przypadku najprostszego, a mianowicie
trendu liniowego”.

Z tego pobieznego przegladu literatury wynika pelna gama stanowisk —
od wielomianu stopnia czwartego (a moze i wyzszego stopnia) do wielomianu
stopnia pierwszego. W celu zweryfikowania tych rozbieznych opinii rozpatrzo-
no przyktad, zaczerpnigty z pracy [Czyzycki, Hundert, Kloska, 2006, s. 67, 68],
dotyczacy prognozy zuzycia wody z wodociagéw w gospodarstwach domowych
w Polsce. W cytowanej pracy prognoze¢ wykonano z wykorzystaniem trendu
hiperbolicznego.

Blad wzgledny $redniokwadratowy prognozy ex post wyznaczano ze wzoru:

T

Ji S (R, ~ 7R
BS =

-100 3
Vs €)

gdzie YS = % > OYR,.
Tk
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Warto$ci btedow wzglednych ex post oraz oceny wspotczynnikow zmiennos$ci
dla poszczegolnych stopni wielomianu wynosza: BS2 =2,00%, v2 =1,13% (N = 2);
BS3=8,41%,v3 =1,16% (N = 3); BS4=39,05%, v4 = 0,808% (N = 4). Z rezultatow
tych wynika niebezpieczenstwo polegajace na tym, ze kierujac si¢ najlepszym do-
pasowaniem trendu do obserwacji (warto$cia wspolczynnika zmiennos$ci), zostanie
wybrany trend wielomianowy czwartego stopnia, ktory prowadzi do btednej progno-
zy. Sposrod wszystkich rozpatrywanych modeli trendu najmniejsza warto$¢ btedu ex
post zapewnial trend paraboliczny (N = 2).

Rysunek 1. Zuzycie wody (w tys. hm?®) z wodociagéw w gospodarstwach domowych
w Polsce w latach 1992-2004
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Zrodto: na podstawie danych [Czyzycki, Hundert, Kloska, 2006].

Na rysunku 1 zamieszczono dane liczbowe (w tys. hm?) zuzycia wody w latach
1992-2000, oznaczone linig kropkowana z kotkami W oraz realizacjg zmiennej pro-
gnozowanej w latach 2001-2004 zaznaczone prostokatami YR.

Na rysunkach 2 i 3 przedstawiano prognozy otrzymane na podstawie trendow
wielomianowych: rysunek 2 wielomiany stopnia N =2 i N = 3; rysunek 3 — wielo-
mian stopnia N = 4.
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Rysunek 2. Prognoza zuzycia wody z wykorzystaniem trendu wielomianowego: linia prze-
rywana z iksami Y73 — wielomian trzeciego stopnia, linia ciagta z plusami Y72 — wielomian
paraboliczny (N = 2). Obserwacje W (w tys. hm?) zaznaczono kotkami, a realizacje zmien-
nej prognozowanej YR (w tys. hm?) w latach 20012004 prostokatami
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Zrodlo: opracowanie wlasne.

Rysunek 3. Prognoza zuzycia wody z wykorzystaniem trendu wielomianowego czwartego
stopnia — linia ciagta z plusami Y74. Obserwacje W ( w tys. hm?) zaznaczono koétkami,
a realizacje YR (w tys. hm®) prostokatami
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Zrbdto: opracowanie wiasne.
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Z rysunkéw 2 i 3 wynika, ze horyzont prognozy nie powinien przekraczac jed-
nego roku. Wigcej przyktadow ilustrujacych stosowanie trendu wielomianowego
zamieszczono w pracy [Purczynski, 2010, s. 255-267].

Nawiazujac do zaprezentowanych opinii na temat wykorzystania trendu wielo-
mianowego, nalezatoby przyzna¢ racj¢ Z. Pawlowskiemu [Pawlowski, 1973], ktory
ostrzegatl, ze uzyskanie duzej zgodnosci trendu wielomianowego z obserwacjami
nie daje zadnej gwarancji co do jego zachowan w okresie prognozowanym. Jest to
szczegOlnie widoczne na rysunku 3. Bardzo dobra zgodnos$¢ trendu z obserwacja-
mi zostala ,,wymuszona” przez MNK, ktora minimalizuje sume kwadratow btedow.
Narzucone wigzy przestaja obowiazywaé w okresie prognozowanym, a trend przyj-
muje warto$ci wynikajace z mechanizmu rozwojowego wczesniej oszacowanych
wspotczynnikow wielomianu a; (wzor (2)). Uwzgledniajac, Zze obserwacje zawie-
raja sktadnik losowy, dobre dopasowanie trendu wielomianowego nalezy uzna¢ za
jego wade. Mianowicie, prowadzi to do matych warto$ci odchylenia standardowego
reszt, a w konsekwencji do malej wartosci biedu ex ante, co zostato podkreslone
w cytowanej pracy [Milo, 2002, s. 42]'. Powstaje zatem paradoks: matej wartosci
btedu prognozy ex ante moga towarzyszy¢ duze wartosci btedu prognozy ex post.

Watpliwosci zwigzane ze stosowaniem trendow wielomianowych mozna wyja-
$ni¢ przez odwolanie si¢ do definicji trendu zamieszczonej w pracy [Zelias, Pawelek,
Wanat, 2003, s. 71]: ,,Trend jest to dlugookresowa sktonno$¢ do jednokierunkowych
zmian (wzrostu lub spadku) wartosci badanej zmiennej”. W $wietle tej definicji do
modelowania trendu mozna wykorzysta¢ funkcje liniowa oraz paraboliczna, nato-
miast wielomiany trzeciego i czwartego stopnia nie spetniaja warunku jednokierun-
kowych zmian.

Podsumowujac dotychczasowe rozwazania, nalezy uzna¢ za zasadne stosowa-
nie trendu liniowego i parabolicznego, przyznajac racjg autorom prac [Cieslak, 2001,
s. 76; Nowak, 1998, s. 50].

2. Trend potegowy

Kolejnym modelem szeregu czasowego obarczonym ryzykiem btednej
prognozy jest model potegowy. Dla zilustrowania tej tezy zaczerpnigto przyktad
z pracy T. Stanisza [Stanisz, 1986, s. 224-225]. Na rysunku 4 zamieszczono dane

U, Uzyteczno$¢ w prognozowaniu krétkookresowym ex ante jest czgsto wyjatkowo duza”.
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dotyczace produkcji energii elektrycznej (w mld KWh) w Polsce w latach 1956—

1976. Wartosci dotyczace 1976 roku (YR = 104) postuzyly do wyznaczenia biedu
prognozy ex post.

Najpierw zastosowano trend paraboliczny, uzyskujac:

YT = 20,037 + 0,888 ¢ + 0,146 £ )

Rysunek 4. Prognoza produkcji energii elektrycznej z wykorzystaniem trendu parabolicz-
nego linia ciagla z plusami YT oznacza wartosci teoretyczne. Obserwacje y (w mld KWh)
zaznaczono kotkami, a realizacje YR w 1976 roku prostokatem
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Zrodto: opracowanie wlasne.

Dla tego trendu uzyskano wzgledny blad prognozy ex ante VA =1,51% oraz wzgled-
ny btad prognozy ex post VP = 0,75%.
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W pracy [Stanisz, 1986] wykorzystano trend potggowy. Stosujac metodg trans-
formacji logarytmicznej, uzyskuje si¢ nastgpujaca zaleznosc:
YTL =13,445-¢ " (5)
Na rysunku 5 linig ciagta z plusami Y7L zaznaczono wartosci teoretyczne, a li-
nig przerywana z kotkami obserwacje y (mld KWh). Otrzymana na podstawie tego
trendu prognoza jest obarczona btedem wzglednym ex ante VA = 17,58% oraz blg-
dem wzglednym prognozy ex post VP = 26,37%.

Rysunek 5. Prognoza produkcji energii elektrycznej z wykorzystaniem trendu potggowego.
Prostokatem zaznaczono realizacj¢ YR w 1976 roku
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Zrodto: opracowanie wilasne.
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W cytowanej pracy [Stanisz, 1986] podano parametry trendu, jednak nie wyko-
nano rysunku, w wyniku czego zamieszczony tam przyktad ilustrowat zastosowanie
trendu potggowego.

Zgodnie z rysunkiem 4, dane empiryczne wyznaczaja krzywa (linia kropko-
wana) bedaca funkcja wypukta, co oznacza, ze wyktadnik potegi b we wzorze (6):

YT=a-t (6)

powinien przyja¢ warto$¢ wigksza od 1 (b >1). Wyestymowana warto$¢ b= 0,571
(l; <1) odpowiada natomiast funkcji wklestej — linia ciagla na rysunku 5. Autor ar-
tykulu wielokrotnie spotkat si¢ z tym paradoksem, przy czym problem pojawiat si¢
wowczas, gdy dane empiryczne wyznaczaly funkcj¢ wypukla tak jak na rysunku 5.
Gdy dane wyznaczaty funkcje wklesta (wypuktoscia do gory), nie wystgpowato opi-
sane zjawisko. Przyczyny nalezy upatrywa¢ w zbyt duzej warto$ci obserwacji dla
1956 roku, co odpowiadato ¢t = 1 we wzorze (6). Trend potegowy (wzor (6)) dla
t = 0 przyjmuje warto$¢ Y7 = 0. Oznacza to, ze wartosci ¢ = 1 nie moze odpowiadac
zbyt duza liczba. Uwzgledniajac dane zamieszczone na rysunku 4, od wartosci ob-
serwacji (oraz realizacji YR) odjgto statg 4 = 19. Wyniki obliczen przedstawiono na
rysunku 6, z ktérego wynika stosunkowo duza zgodno$¢ krzywej teoretycznej (Y7L)
z danymi empirycznymi ().
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Rysunek 6. Prognoza produkcji energii elektrycznej z wykorzystaniem trendu potggowego —
linia ciagla z plusami YTL. Prognozg wykonano dla zmodyfikowanych wartoéci obserwacji
(odjeto liczbe A = 19)
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Zrodlo: opracowanie wlasne.

Warto$¢ prognozy YP = 82,684 obarczona jest blgdem wzglednym ex post
wynoszacym VP = 2,72%. Jezeli powrdci¢ do danych pierwotnych (dodajac sta-
Ia 4), to wynik prognozy wynosi YP = 101,684, a warto$¢ btedu ex post maleje
do VP = 2,23%. Wynika stad nastgpujacy algorytm:

— od wartosci obserwacji y odja¢ stala A tak dobrana, aby dla ¢ = 1 uzyskac

warto$¢ bliska zeru,

— wykona¢ prognoze dla zmienionych wartosci y,

— do wyniku prognozy dodac stata 4.
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Podsumowanie

W artykule zwrdcono uwage na mozliwo$¢ wystapienia duzych wartosci bie-
du predykcji dla wybranych modeli trendu. W przypadku trendu wielomianowego
niebezpieczenstwo wynika z faktu, ze prognoza wyrézniajaca si¢ bardzo matym
blgdem ex ante moze by¢ obarczona bardzo duzym bledem ex post. Oznacza to,
ze prognozy budowane na podstawie predykatorow opartych na modelach trendu
z wielomianami wyzszych stopni nie moga zbyt daleko wybiega¢ w przysziosc.
Trend potegowy niesie natomiast zagrozenia polegajace na niedopasowaniu krzy-
wej teoretycznej do danych empirycznych, co spowodowane jest wyestymowaniem
warto$ci wyktadnika potegi (wzor (6)) b < 1 w miejsce poprawnej wartosci b > 1.
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SELECTED ASPECTS OF FORECASTING WITH THE APPLICATION
OF CLASSICAL TREND MODELS

Abstract

In this paper selected aspects of forecasting with the application of classical trend mod-
els are examined. Furthermore the possibility of making a wrong forecast for polynomial and
power trends is pointed out. In the case of the polynomial trend, the risk results from the fact
that the forecast exhibiting a very small value of ex ante may be burdened with a very large
value of ex post. As far as the power trend is considered, there is the risk that the theoretical
distribution will not fit empirical data, which is caused by estimating the value of the index
(power) (equation (6)) b < 1 instead of the correct value b > 1.

Translated by Ewa Stefanowska

Keywords: predicting with the application of classical trend models, polynomial trend, po-
wer trend.
Kod JEL: C02, C51, C53, C63.



