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Zastosowania modeli szarych klasy GM(1,1)
w analizie finansowych szeregow czasowych.
Badania symulacyjne

Stanislaw Barczak”

Streszczenie: Modele szare wywodza si¢ z zaproponowanej w 1982 roku przez Deng Ju-Longa teorii szarych
systemow informacyjnych. Teoria ta zaktada, ze proces modelowania przebiega w warunkach niepelne;j (szarej)
informacji. Teoria wskazuje na istnienie petnej informacji (biatej), niepetnej informacji (szarej) oraz catkowity
brak informacji (czarnej). W klasycznej teorii szeregdw czasowych proces modelowania przebiega na odpo-
wiedni dtugich szeregach czasowych. Modele klasy GM(1,1) pozwalaja na budowg prognoz dopuszczalnych
na podstawie ultrakrotkich szeregdow czasowych (4 realizacje). W artykule przedstawiono mozliwosci zastoso-
wania modeli szarych GM(1,1) jako alternatywg dla klasycznej teorii szeregéw czasowych poprzez pryzmat
oceny jakosci uzyskiwanych prognoz.

Stowa kluczowe: modele szare, ekonometria, prognozowanie, szeregi czasowe

Wprowadzenie

Celem artykutu jest zaprezentowanie zdolnosci prognostycznych modeli szarych klasy
GM(1,1) poprzez analiz¢ symulacyjna uzyskiwanych bledéw ex post prognoz z jednoczes-
nym odniesieniem do dtugosci szeregu czasowego. W tym celu zostana zaprezentowane
dwa modele: podstawowy model szary GM(1,1) i model szary z korekta Fouriera FGM(1,1).
Zaktada sig, ze model FGM(1,1) jest modelem doktadniejszym ze wzgledu na elastycznosé
— mozliwos$ci adaptacyjne do przebiegu procesu — oraz ze wzglgdu na zgodnos$¢ kierunku
prognoz z rzeczywistym kierunkiem zmiennej prognozowane;j.

Modele szare stanowia ciekawa alternatywg w analizie szeregdw czasowych oraz w kla-
sycznej teorii prognozy ekonometrycznej. W obu przypadkach budowa prognoz punktowych
czy przedziatowych wymaga pewnej historii procesu. Zazwyczaj historia ta jest relatywnie
dtuga. W praktyce powoduje to konieczno$¢ konstruowania odpowiednio dtugich szere-
gow czasowych. W teorii szarych systemoéw zaktada sig¢ z gory, ze informacja o procesie
jest ograniczona, co w przypadku prognoz oznacza wprost skrajne ograniczenie dtugosci
szeregu czasowego, na podstawie ktorego prognoza jest budowana (Sroczynska-Baron 2012).
Podejscie takie jest niewatpliwie dyskusyjne. Za powod do takiej dyskusji mozna przyjaé
dwa podstawowe argumenty. Po pierwsze, krotki szereg czasowy uniemozliwia identyfikacje
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rozktadu jego realizacji oraz weryfikacj¢ modelu zgodna z powszechnie przyjetymi klasycz-
nymi zalozeniami ekonometrii. Po drugie, niemozliwa staje si¢ ocena stacjonarnosci badz
jej braku w odniesieniu do zmiennej prognozowanej, co w praktyce moze stwarza¢ powazne
problemy interpretacyjne (Barczak 2013).

Z drugiej jednak strony modele szare sg interesujace z punktu widzenia dopuszczalno$ci
prognoz. Prognozy budowane na podstawie dtugich szeregéow czasowych i uznane za do-
puszczalne moga i sa budowane na tym samym progu dopuszczalno$ci na podstawie bardzo
krotkich szeregdw czasowych. Podobnie ma si¢ problem uzyskiwanej trafnosci prognoz.
Prognozy trafne sa uzyskiwane zaré6wno na podstawie dtugich, jak i krotkich szeregéw
czasowych. Konsekwencja jest tez czas budowy prognoz. W przypadku modeli szarych
uzyskanie prognozy nast¢puje w czasie bardzo krotkim. Diugie szeregi czasowe wymagaja
dtuzszych i zazwyczaj skomplikowanych formalnie analiz. Argumentem przeciw jest jednak
zbytnie upraszczanie rzeczywistych proceséw. Niemozliwe jest tez spojrzenie na rozwazany
problem z punktu widzenia szerszej perspektywy.

Szare modele nie sa rozwiazaniem probleméw prognostycznych w ekonometrii. Stanowia
jednak bardzo ciekawe narzedzie w przypadku, gdy historia jest bardzo krotka, gdy ewolucja
procesu jest w fazie poczatkowej. Stanowia réwniez ciekawe uzupetnienie metod klasycz-
nych prognozowania w ekonometrii.

1. Modele szare GM(1,1), FGM(1,1)

W literaturze przedmiotu ogélna posta¢ modelu szarego wyrazana jest jako GM (n,m) , gdzie:
n stanowi rzad szarego rOwnania roznicowego, a m jest liczba zmiennych. W artykule beda
rozwazane modele podstawowe GM (1,1). W modelach szarych bardzo waznym zalozeniem
jest, ze zmienna prognozowana jest dodatnio okreslona, co z punktu widzenia finansowych
szeregow czasowych (stop zwrotu) stanowi powazne ograniczenie. Szereg czasowy z dodat-
nio okreslonymi realizacjami w postaci wektora wierszowego dany jest jako (Liu, Lin 2010:
107; Chia-Nan Wang, Van-Thanh 2014: 1):

x0 = x(o)(l),x(o)(Z),...,x(O)(n) dla n>4 )]

gdzie:
n — dtugos¢ szeregu czasowego.

Empiryczne realizacje szeregu czasowego zostaja przeksztalcone poprzez zastosowanie
procedury AGO?. Powoduje to uzyskanie monotonicznie rosnacych realizacji zmiennej

prognozowanej. W wyniku zastosowania operatora AGO otrzymuje si¢ nowa zmienna dana
jako (Liu, Lin 2010: 107; Chia-Nan Wang, Van-Thanh 2014: 1):

¥ = x(l)(l),x(])(2),...,x(])(l’l) dla n>4 )

2 AGO — Accumulating Generation Operator: szereg czasowy skumulowanych realizacji.
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gdzie:
A(1)=x0(1) 3)

)= x"0G) dla k=23,...,n @)

Przyjmijmy dalej, ze szereg czasowy srednich zmiennej x(l)(k) dany jest jako (Liu, Lin 2010:
107; Chia-Nan Wang, Van-Thanh 2014: 1):

20(k)=0.5x"((k)+ (k1)) dla k=23,....n Q)

Model GM (1,1) mozna wyrazi¢ w postaci rownania rozniczkowego rzgdu pierwszego
W nastegpujacej postaci:

dx" (k)

T ax(k)=b (6)

gdzie:
a,b — parametry modelu.

Rozwigzaniem réwnania (Sroczynska-Baron 2012) jest funkcja odpowiedzi na impuls
dana jako:

)7<‘)(k)=(x(”)(l)—bje”(’”)+b @)
a a
gdzie:
a,b— parametry modelu uzyskane metoda najmniejszych kwadratow,
Y(l)(k) — prognoza zmiennej x w punkcie k.
Parametry rownania (7) s szacowane metoda najmniejszych kwadratow i dane nastgpujaca
formuta (Chia-Nan Wang, Van-Thanh 2014:1):

[a,b] = (P'P) " P'X" ®)
gdzie:
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Prognozy — wygtadzone realizacje zmiennej x(o)(k) — dane sa nastgpujaca formuta (operator
IAGO?):

(k)= (x<0>(1)_bjea(“>(1 _e) ©)
a

Formuta (9) stanowi realizacje teoretyczne E(O)(k) zmiennej prognozowanej x(o)(k) szeregu

czasowego uzyskane podstawowym modelem szarym GM(1,1) (Liu, Lin 2010: 107).

W celu zwigkszenia doktadnosci i tym samym wigkszej elastycznosci modelu wprowa-
dzono korektg prognoz uzyskanych modelem szarym GM(1,1) o proces resztowy uzyskany
poprzez zastosowanie transformacji Fouriera dla reszt pochodzacych z modelu GM(1,1).
Korekte modelu GM(1,1) mozna przedstawi¢ w nastgpujacych etapach:

— Dane sg realizacje teoretyczne zmiennej prognozowanej x (0)(k) oraz realizacje

procesu resztowego g(o)(k) modelu GM(1,1).

— Proces resztowy 8(0)(/() pochodzacy z modelu GM(1,1) jest przeksztalcany w szereg

Fouriera dany nastgpujaca formula (Chia-Nan Wang, Van-Thanh 2014: 1):

£ (k)= a, + Z(a cos(zT”i(k)j +b, Sin(sz(k)D (10)

i=1
gdzie:
k=234, ..n,
T=n-1,

z= (n—_lj -1
2
W celu oszacowania parametrow modelu stosowana jest metoda najmniejszych kwadra-
tow dana nastepujaca formula (Chia-Nan Wang, Van-Thanh 2014:1):

F=(PP)' P (11)

lcos(z 2”) sin| 22”j cos(Z 272

) o) o)
T T
P= lcos(32—”j sin(32—j cos(3%j sin(3@j -+ COS| 3% sin 3@
=12 T T T T T )|”
1 ( ' k) . ( 2k

3 TAGO - Inverse Accumulating Generation Operation.
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W wyniku oszacowania modelu (10) uzyskuje si¢ wartosci teoretyczne procesu reszto-
wego &°(k). Ostatecznie wartoéci prognoz dla modelu z korekta Fouriera FGM(1,1) dane sa
jako (Chia-Nan Wang, Van-Thanh 2014: 1):

~ _ ~(0)
Xrom (l)— X (l) dla k=23,..,n (12)
(k)= O (k)+ £ (k)

2. Zalozenia przyjete do symulacji a pewne wlasnosci modeli szarych

W celu porownania modelu GM(1,1) i modelu FGM(1,1) zatozono wygenerowanie 50
tysigcy zmiennych prognozowanych x o Realizacje zmiennej prognozowanej X 0 pocho-
dza z rozktadu jednostajnego z przedziatu [0,19. Zgodnie z zalozeniami modelu GM(1,1)
wszystkie realizacje zmiennej prognozowanej X 0 sa dodatnio okres$lone. Latwo zauwazyc,
ze wlasno$¢ dodatnio okreslonej zmiennej prognozowanej do§¢ mocno ogranicza obszar
zastosowan modeli szarych. W odniesieniu do analizy finansowych szeregéw czasowych
ztozonych najczesciej ze stop zwrotu modele szare nie maja bezposredniego zastosowania.
W symulacji przyjeto doktadnos$¢ prowadzonych obliczen do czterech miejsc po przecinku.
Cecha charakterystyczna modeli szarych jest fakt, ze wraz ze wzrostem liczby obserwacji
zmiennej prognozowanej x wzrasta dowolnie przyjety btad ex post prognozy. Stad w celach
analitycznych rozwazono dwie dtugosci szeregu czasowego. Pierwszy szereg czasowy
sktadat si¢ z czterech realizacji (k = 4), co z punktu widzenia klasycznej teorii szeregow
czasowych? oraz teorii predykcji ekonometrycznej mozna uznaé za szereg skrajnie krotki.
W teorii szarych systemow informacyjnych oznacza to niski poziom dost¢pnej informacji
o procesie. Mozliwa staje si¢ jednak budowa prognoz o relatywnie niskich biedach ex post,
co w praktyce moze czyni¢ je dopuszczalnymi. Drugi rozwazany szereg czasowy sktadat
si¢ z dwunastu obserwacji (k = 12), co z punktu widzenia teorii modeli szarych stanowi
dtugi szereg czasowy, a tym samym powoduje wzrost poziomu bl¢dow ex post prognoz.
Spada rowniez prawdopodobienstwo uzyskiwania prognoz dopuszczalnych. W odniesieniu
do klasycznej teorii szeregdw czasowych szereg ztozony z dwunastu obserwacji jest zbyt
krétki, by mogt by¢ podstawa do prowadzenia analiz i budowy prognoz. W odniesieniu do
klasycznej teorii prognozy wyjatek moga stanowi¢ modele tendencji rozwojowej oraz metody
mechaniczne, w ktorych szereg czasowy ztozony z niskiej liczby obserwacji (minimum 8 do
12 realizacji) moze by¢ stosowany w ramach analiz (Zelia§ 1979: 13).
W symulacji do oceny doktadnosci prognoz przyjgto Sredni wzgledny btad ex post
prognoz wygastych MAPE. Blad dany jest nast¢pujaca formuta:
1o (k) -3O(k)
MAPE=—"" )

kel

100 (13)

4 Klasyczne modele szeregow czasowych, tj. ARMA, ARIMA, GARCH, oraz klasyczne modele ekonome-
trycznej teorii prognozy, tj. metody analityczne i mechaniczne.
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gdzie:

m — liczba par {wartos$¢ rzeczywista, wartos$¢ teoretyczna/prognozowana,
x(o)(k) —realizacja rzeczywista zmiennej prognozowanej,

X (0)(k) — realizacja teoretyczna zmiennej prognozowanej,

I, — okres weryfikacji prognoz.

W modelach szarych najstarsza — pierwsza realizacja wygladzona przyjmuje zawsze taka
sama warto$¢ jak pierwsza realizacja rzeczywista, co w istocie powoduje sztuczne zanizenie
btedu ex post MAPE. Z uwagi na ten fakt przy obliczaniu btgdu MAPE nie uwzglgdniano
roéznicy pomigdzy pierwsza realizacja rzeczywista i pierwsza realizacja teoretyczna.

3. Wyniki symulacji

Realizacje rzeczywiste oraz realizacje teoretyczne uzyskane modelami GM(1,1)
i FGM(1,1) dla wybranych sposrod 50 tysigcy przebiegdw dwoch przyktadowych przebiegow

zmiennej prognozowanej przedstawiono na rysunku 1.

a) k=4
06 1
09
05
08
04 07
06
03 05
04
02
03
01 ; 02
1 2 3 4 1 2 3
——XO e GM(L1) == FGM(L1) —— X0 e GM(L1) == FGM(L1)
1 - 1
09 S
/ 2 0,9
08 /;_-9/ o
07 / ’
- 0,7
06 o=
05 L 06
04 g 05
03 e
T 04
02 <
03
01 = g
0 = 02
102 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
—— XD e GM{L1) = = FGM(1,1) ——X0 - GM{L1) — — FGM{L1)

Rysunek 1. Rzeczywiste i teoretyczne realizacje zmiennej prognozowanej

Zrodto: opracowanie wilasne.
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Jak wynika z rysunku 1, zarowno w przypadku krétkiego, jak i dtugiego szeregu cza-
sowego model FGM(1,1) charakteryzuje si¢ lepsza elastycznos$cia, a tym samym wzrasta
prawdopodobienstwo uzyskania zgodnosci kierunku prognoz z kierunkiem zmiennej pro-
gnozowanej. Przedstawiony przyklad dopasowania nie moze by¢ podstawa do twierdzenia,
ze model szary FGM(1,1) jest narzgdziem generujacym prognozy o wysokiej doktadnos$ci
lub prognozy dopuszczalne przy przyjetym a priori progu dopuszczalnosci.

W celu oceny modelu GM(1,1) i modelu FGM(1,1) pod katem doktadnosci prognoz ze
wzgledu na blad MAPE konieczne staje si¢ przeprowadzenie symulacji na duzej liczbie
szeregdw czasowych zaréwno krotkich, jak i dtugich. Wyniki symulacji przedstawiono
w tabeli 1.

Tabela 1

Poziom btedu MAPE dla 50 tysigcy zmiennych prognozowanych (%)

k=4 k=12
Model
Kwantyl 1 Kwantyl 2 Kwantyl 3 Kwantyl 1 Kwantyl 2 Kwantyl 3
GM(1,1) 3,2466 7,5438 16,0567 11,0617 18,9159 33,8835
FGM(1,1) 0,6054 2,2708 7,9386 3,5218 9,5349 23,9870

Zrédto: opracowanie wiasne.

Jak przedstawiono w tabeli 1, réznica pomigdzy podstawowym modelem szarym
GM(1,1) a modelem szarym po korekcie Fouriera FGM(1,1) jest zasadnicza. W przypadku
modelu GM(1,1) 25% prognoz jest obarczonych btgdem ex post ponizej 3%, a 50% prognoz
btedem ponizej 7%. W przypadku modelu FGM(1,1) sytuacja zmienia si¢ na korzysc¢: 25%
btedoéw prognoz jest ponizej 0,61%, a 50% prognoz ma btad nizszy od 2,27%. Jezeli przyjac¢
a priori prog dopuszczalno$ci prognoz na poziomie 2%, to model FGM(1,1) daje prawie 50%
szans na budowg prognoz dopuszczalnych, zaktadajac jednoczesnie krotki szereg czasowy.
W przypadku szeregow dtuzszych btad prognozy wyraznie wzrasta i dwuprocentowy prog
dopuszczalnosci zostaje przekroczony. Rozktady btedu MAPE przedstawiono na rysunku 2.

a) b)

£ 0o

Lizva cosenvac

R E F &
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©) d)

Rysunek 2. Rozktady bledu MAPE: a) GM(1,1) dlak =4;b) GM(1,1) dlak = 12; ¢) FGM(1,1) dla
k=4;d) FGM(1,1) dlak =12 (%)

Zrodto: opracowanie wlasne.

Rozktady btedéw MAPE (rysunek 2) dla poszczegdlnych modeli i dlugo$ci szeregow
czasowych potwierdzaja radykalny wzrost doktadnosci prognoz w okresie weryfikacji po
zastosowaniu korekty Fouriera.

Uwagi koncowe

W wyniku przeprowadzonej symulacji, ktorej celem bylo poréwnanie dwoch modeli szarych

GM(1,1) oraz FGM(1,1) ze wzglgdu na doktadnos¢ uzyskiwanych prognoz, mozna stwierdzi¢, ze:

— w przypadku modeli GM(1,1) i FGM(1,1) zwigkszenie liczby obserwacji w szeregu
czasowym powoduje zwigkszenie btedu prognozy;

— model FGM(1,1) poprzez korekte Fouriera jest modelem bardziej elastycznym, co
w efekcie daje znaczaco nizsze bledy prognoz ex post, w tym btedu MAPE;

— zarowno model GM(1,1), jak i model FGM(1,1) moga by¢ stosowane jedynie dla
dodatnio okreslonych szeregow czasowych. W przypadku analiz finansowych moga
by¢ dobrymi narzedziami predykcyjnymi w odniesieniu do wigkszo$ci wskaznikow
finansowych (Hadas-Dyduch 2013a; Hadas-Dyduch 2013b; Wegrzyn 2013).

Stosujac podstawowe modele szare, nalezy pamigtaé, ze dziataja one poprzez pryzmat

odpowiedniego przeksztalcenia zmiennych prognozowanych (szeregu czasowego). W ich
wersji podstawowej nie uwzgledniaja czynnikow egzogenicznych, dlatego nalezy zachowaé
szczegblna rozwage w ich stosowaniu. W literaturze przedmiotu istnieje wiele pozycji poru-
szajacych problematyke prognoz na podstawie modeli szarych. Zazwyczaj sa to rozwazania
dla konkretnych zmiennych prognozowanych. Wydaje si¢ zatem podstawne przeprowadzenie
badan symulacyjnych, ktore umozliwia oceng tej klasy modeli. W przysztych rozwazaniach
dotyczacych modeli szarych autor bedzie analizowat wlasnosci i zastosowania modeli
szarych klasy GM(1,N) z wieloma zmiennymi objasniajacymi.
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APPLICATIONS OF GRAY MODELS GM (1,1) IN THE ANALYSIS OF FINANCIAL TIME SERIES.
SIMULATION TESTS

Abstract: Gray models derived from the proposed in 1982 by Deng Ju-Long theory of gray information sys-
tems. This theory assumes that the modeling process is carried out in conditions of incomplete (grey) informa-
tion. The theory indicates the existence of full information (white), incomplete information (grey) and the total
lack of information (black). In the classical theory of time series modeling runs for an appropriate long time
series. Class models GM (1,1) permit the construction of projections permitted by ultra-short series (4 projects).
The article presents the possibility of application of gray model GM (1,1) as an alternative to the classical theory
of time series through the prism of assessing the quality of the forecasts.

Keywords: grey models, econometrics, forecasting, time series






