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WPLYW WARTOSCI KONCENTRACJI NA WYNIK TESTU ZGODNOSCI
DLA ROZKLADU NORMALNEGO

Streszczenie

W pracy rozpatrzono wykorzystanie rozkladu Laplace’a i rozkltadu Gaussa do
modelowania rozktadu tygodniowych stép zwrotu spotek wchodzacych w sktad indeksu
WIG20. Jako jedno z kryteriow przydatnosci rozktadu do modelowania przyj¢to maksy-
malny okres obserwacji zapewniajacy pozytywne wyniki testu zgodnosci. Stwierdzono,
ze dane tygodniowe poprawity jako$¢ modelowania w stosunku do danych dziennych
wyrazajacg sie dtuzszym okresem przydatnosci obydwu rozktadéw. Ponadto zwrocono
uwagg na interesujaca prawidtowos¢ wystepujaca dla rozktadu normalnego, ktora wyraza
si¢ istotnym zwigzkiem pomiedzy zmiang wartosci koncentracji a wynikiem testu zgod-
nosci rozktadu.

Stowa kluczowe: stopa zwrotu, rozktad Gaussa, rozktad Laplace’a

Wprowadzenie

Zagadnienie modelowania rozktadu empirycznych stop zwrotu z akcji noto-
wanych na GPW w Warszawie ma bogatg bibliografie. Jedng z pierwszych byta
praca Krzysztofa Jajugi [2000], w ktérej zaprezentowano wyniki badan szere-
gdéw czasowych stop zwrotu z 33 akeji i dwoch indeksow dla notowan dziennych,
tygodniowych i miesiecznych w okresie od 26 pazdziernika 1994 do 31 stycznia
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2000 roku. W przypadku danych dziennych nalezato odrzuci¢ hipoteze o zgod-
nos$ci rozktadu danych empirycznych z rozktadem normalnym. Dla danych tygo-
dniowych i miesigcznych sytuacja nie przedstawiala si¢ juz tak jednoznacznie,
dla cze$ci danych nie bylo podstaw do odrzucenia hipotezy o normalnosci roz-
ktadow. Autor pracy zasugerowal prowadzenie badan wykorzystujacych rozktady
stabilne. W pracy Botta i Mitobedzkiego [1994] zamieszczono wyniki dotyczace
badania stop zwrotu indeksu WIG oraz 21 akcji notowanych na GPW w Warsza-
wie w latach 1991-1993. Dla wigkszosci przypadkow stwierdzono niezgodno$¢
rozktadow empirycznych z rozktadem Gaussa. Tarczynski i Mojsiewicz [2001]
analizowali tygodniowe stopy zwrotu z indeksu WIG w okresie od kwietnia 1991
do grudnia 2000 roku, w wyniku czego odrzucono hipoteze¢ o normalnosci rozkta-
dow. Zblizone wyniki zawiera praca Osinskiej [2006], w ktorej badano rozklady
stop zwrotu z indekséw WIG i WIG20 oraz 18 akcji spotek wchodzacych w sktad
indeksu WIG20 w okresie od stycznia 1991 do lipca 2001 roku. W przypadku
danych dziennych stwierdzono niezgodnos$¢ z rozktadem Gaussa dla wszystkich
szeregow czasowych. Dla danych tygodniowych tylko jeden szereg czasowy
wykazal zgodno$¢ z rozktadem normalnym. Analogiczne wnioski wyciggnigto
w pracy Witkowskiej i Kompy [2007], w ktorej dla wszystkich rozpatrzonych
szeregow czasowych (dzienne stopy zwrotu z 12 spotek i 2 indekséw notowanych
na GPW w okresie 2 stycznia 2002 — 31 grudnia 2005 roku) nalezalo odrzuci¢
hipotez¢ o normalnosci rozktadow.

Inng grupe stanowia prace, w ktorych rozpatruje si¢ przydatnos¢ rozktadow
teoretycznych do modelowania rozktadow empirycznych. Ze wzgledu na ograni-
czong objetos¢ pracy zostanie oméwiona tylko jedna pozycja [Piasecki, Tomasik
2011], w ktorej rozpatrzono aproksymacje empirycznych szeregéw stop zwrotu
z indeksu WIG20 z wykorzystaniem rozkladéw teoretycznych: Gaussa, t-Stu-
denta, stabilnego, GH, hiperbolicznego, NIG, rozktadu GH t-Studenta oraz GED.
Najlepsze dopasowanie do danych empirycznych wykazaty rozktady nalezace do
klasy uogoélnionych rozktadow hiperbolicznych.

Na podstawie rozpatrzone;j literatury mozna zauwazy¢, ze autorzy, kwestio-
nujac normalno$¢ rozktadu empirycznych stop zwrotu, proponujg aproksyma-
cje z wykorzystaniem stosunkowo zlozonych rozktadéw teoretycznych. Nalezy
zauwazy¢, ze dla wymienionych powyzej osmiu rozktadow teoretycznych zaden
z nich nie ma dystrybuanty wyrazajacej si¢ wzorem analitycznym. Wady tej nie
ma rozktad Laplace’a, w ktorym dystrybuanta wyraza si¢ prostym wzorem [Kotz,
Kozubowski, Podgorki 2001]. Uwzgledniajac powyzsze, autorka pracy sugeruje
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aproksymacj¢ empirycznych rozktadéw stop zwrotu z wykorzystaniem rozktadu
Laplace’a jako alternatywe dla rozktadu normalnego.

Niniejszy artykut stanowi kontynuacj¢ badan i rozwinigcie problematyki
przedstawionej w artykule autorki [Bednarz 2012], w ktéorym zaprezentowano
wyniki modelowania rozktadu dziennych stéop zwrotu indeksu WIG20 i spotek
wchodzacych w jego sktad za pomoca rozktadu Laplace’a i rozktadu Gaussa. Jed-
nym z rozpatrzonych probleméw byt wybor wzoru stuzacego do oszacowania
parametrow rozkladu. Wykorzystujac rozktad Laplace’a do modelowania roz-
ktadu stop zwrotu, wyznaczano parametry dwiema metodami: metodg momen-
tow oraz MNW, a nastepnie wyznaczano wartosci statystyki testu chi-kwadrat
[Kotz i in. 2001]. W wyniku obliczen stwierdzono, ze metoda momentow pro-
wadzita do wiekszych warto$ci unormowane;j statystyki niz metoda najwigkszej
wiarygodnosci. Ponadto test chi-kwadrat okazat si¢ bardziej ,,wymagajacy” przy
okresleniu maksymalnego okresu przydatnosci rozkladu do modelowania niz test
Kotmogorowa i w zwigzku z tym autorka zalecita stosowanie testu chi-kwadrat
z pominigciem testu Kotmogorowa. Dodatkowo poréwnano wyniki testu chi-
-kwadrat wykonanego dla réznej postaci przedziatdéw klasowych. Uwzgledniono
przedziaty klasowe zapewniajace jednakowg liczebno$¢ teoretyczng i przedziaty
o jednakowej dtugosci [ Tarczynski 2001]. W tym ostatnim przypadku rozpatrzono
dwie metody wyznaczania liczebno$ci teoretycznej: wedtug dystrybuanty oraz na
podstawie wartosci gestosci rozktadu w $rodku przedziatu klasowego. W rezulta-
cie przeprowadzonych badan autorka artykulu zalecita wyznaczanie liczebnos$ci
teoretycznej na podstawie dystrybuanty — mniejsza warto$¢ statystyki w porow-
naniu z metodg oparta na wartosci gestosci rozkladu.

Celem niniejszego artykutu bylo rozszerzenie powyzszych badan o dane
tygodniowe w celu zbadania ich przydatnosci do modelowania rozkladu stop
zwrotu indeksu WIG20 oraz spoétek wchodzacych w jego sktad, a takze analiza
wptywu danych tygodniowych na wyniki testow zgodnosci. Ponadto w trak-
cie obliczen wykazano interesujaca prawidtowos¢ dla rozktadu normalnego, ze
zachodzi istotny zwigzek pomiedzy zmiang wartosci koncentracji a wynikiem
testu zgodnosci rozktadu: test chi-kwadrat oraz test Kolmogorowa—Lillieforsa.
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1. Wyniki modelowania rozkladu stop zwrotu spétek wchodzacych w skiad
indeksu gieldowego WIG20 — dane tygodniowe

W pracy rozpatrzono warto$ci kursu zamknigcia, na podstawie danych tygo-
dniowych, indeksu gietdowego WIG20 i spotek, ktore 30 wrzesnia 2010 roku
znajdowaty si¢ w jego sktadzie. Biorgc pod uwage fakt, ze ostatni dzien wrze$nia
2010 byt czwartkiem, nalezato odnotowac¢ wartosci kursu zamkniecia dla kolej-
nych czwartkow — liczac wstecz — z uwzglednieniem §wiat. Ze wzgledu na duzy
naktad pracy przyjeto uproszczong metode polegajaca na uwzglednieniu co pigtej
obserwacji danych dziennych, przy czym ostatnia obserwacja danych tygodnio-
wych odnosi si¢ do 30 wrzesnia 2010 roku. Okres obserwacji brany pod uwage
obejmowat lata liczone wstecz od podanej daty, dla ktorych uzyskano pozytywne
wyniki testu Kolmogorowa i testu chi-kwadrat w odniesieniu do modelowania
rozktadu stop zwrotu tego indeksu i spotek z wykorzystaniem rozktadu Lapla-
ce’a i rozkladu normalnego. Podobnie jak przy danych dziennych, wzrost liczby
obserwacji prowadzit do pogorszenia wynikéw testu zgodnos$ci rozktadu przeja-
wiajagcym si¢ wzrostem wartosci statystyki testu.

W tabeli 1 zamieszczono wyniki modelowania rozktadu stop zwrotu (dane
tygodniowe) z wykorzystaniem rozktadu Laplace’a i rozktadu Gaussa. Porownu-
jac maksymalna liczbe lat prowadzaca do pozytywnego wyniku testu dla rozktadu
Gaussa (kolumna czwarta i pigta), stwierdza si¢, ze krytyczny jest test chi-kwa-
drat, ktory prowadzi do liczby lat mniejszej lub réwnej dopuszczalnej liczbie lat
wynikajacej z testu Kolmogorowa. Wynika stad wniosek, podobnie jak na pod-
stawie danych dziennych, ze wykonujac test zgodnosci rozktadu, mozna ograni-
czy¢ si¢ wylacznie do testu chi-kwadrat. Dwie ostatnie kolumny tabeli 1 okreslaja
maksymalny okres przydatnosci danego rozktadu do modelowania rozktadu stop
zwrotu. Na 21 rozpatrzonych przypadkow 14 razy rozklad Laplace’a prowadzit
do dhuzszego okresu przydatnosci, w 6 przypadkach uzyskano jednakowe wyniki
dla obu rozktadéw a tylko w jedym przypadku (KGHM) rozktad Gaussa zapew-
niat dtuzszy okres niz rozktad Laplace’a.
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Tabela 1

Zestawienie wynikoéw modelowania rozkladu stop zwrotu (dane tygodniowe)

z wykorzystaniem rozkladu Laplace’a i rozkladu Gaussa

Maksymalna liczba lat prowadzaca do pozytywnego Maksymalna liczba lat
wyniku testu
Nazwa rozktad Laplace’a rozktad Gaussa
spotki rozktad rozktad
test Kotmo- test test Kotmo- test Laplace’a Gaussa
gorowa |chi-kwadrat| gorowa | chi-kwadrat
ASSECOPOL 12 12 8 7 12 7
BIOTON 0 0 0 0 0 0
BRE 17 17 4 1 17 1
BZWK 16 16 15 13 16 13
CEZ 4 4 4 1 4 1
CYFRPLSAT 2,5 2,5 2,5 1,5 2,5 1,5
GETIN 9 9 6 4 9 4
GTC 6 6 6 6 6 6
KGHM 13 12 13 13 12 13
LOTOS 5 5 5 1 5 1
PBG 6 6 5 2 6 2
PEKAO 6 6 6 1 6 1
PGE* 1 1 1 1 1 1
PGNIG 5 5 5 5 5 5
PKNORLEN 10 10 10 10 10 10
PKO BP 6 6 5 4 6 4
POLIMEXMS 8 8 8 6 8 6
PZU** 20 tyg. 20 tyg. 20 tyg 20 tyg. 20 tyg 20 tyg.
TP SA 11 11 4 1 11 1
TVN 6 6 6 5 6 5
WIG20 16 16 10 5 16 5

* Dane od 6.11.2009 — obejmowaty niecaty rok.
“Dane od 12.05.2010 — obejmowaty maksymalnie 20 tygodni.

Zrodto: opracowanie wlasne.

W przypadku spétki BIOTON nie uzyskano pozytywnego wyniku testu

dla zadnego okresu przydatnosci. Natomiast w przypadku spotki PGE oraz PZU

o wynikach decydowat krétki okres obserwacji. W zwigzku z powyzszym wymie-

nionych spotek nie uwzgledniono w tabeli 2, w ktorej zawarto porownanie wyni-

kow modelowania rozktadu stop zwrotu z wykorzystaniem danych dziennych

i danych tygodniowych.
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Tabela 2
Poréwnanie wynikow modelowania rozktadu stop zwrotu
z wykorzystaniem danych dziennych i danych tygodniowych
Maksymalna liczba lat
Nazwa rozktad Laplace’a rozktad Gaussa
spotki
dane dzienne dane tygodniowe dane dzienne dane tygodniowe
ASSECOPOL 2,5 12 0,25 7
BRE 1 17 1 1
BZWK 3 16 0 13
CEZ 3 4 1,5 1
CYFRPLSAT 1,5 2,5 0,75 1,5
GETIN 1 9 1 4
GTC 1,25 6 0,25 6
KGHM 3,25 12 1,5 13
LOTOS 2,25 5 0,5 1
PBG 3 6 0,25 2
PEKAO 2,25 6 1,25 1
PGNIG 4 5 0,75 5
PKNORLEN 2 10 2,25 10
PKO BP 35 6 0,75 4
POLIMEXMS 1,5 8 0,5 6
TP SA 2,5 11 0,25 1
TVN 55 6 0,5 5
WIG20 9 16 0,75 5
Srednia 2,89 8,75 0,78 481

Zrédto: opracowanie wilasne.

W ostatnim wierszu tabeli 2 zamieszczono wartosci srednie wyznaczone na

podstawie wszystkich danych w kolumnie. Stosunek kolumny 3 do kolumny 2
(ostatni wiersz) wynosi 3,03. Stosunek kolumny 5 do kolumny 4 (ostatni wiersz)

wynosi 6,17.

Oznacza to, ze wykorzystanie danych tygodniowych powoduje trzykrotny

wzrost sredniej maksymalnej liczby lat dla rozktadu Laplace’a oraz sze$ciokrotny
wzrost dla rozktadu Gaussa. Wynika stad, ze dane tygodniowe sg bardziej przy-
datne do modelowania rozktadu stop zwrotu za pomoca rozktadu normalnego niz
dane dzienne. Jednakze dla danych tygodniowych nadal obserwuje si¢ przewage
rozktadu Laplace’a, dla ktorego $redni okres przydatnosci (8,75 lat) jest 1,8 razy

wiekszy niz §redni okres przydatnosci rozktadu Gaussa — 4,81 lat.
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2. Wplyw zmian wartos$ci koncentracji na wyniki testéw zgodnosci rozkladu

W trakcie wykonywania obliczen zwigzanych z modelowaniem za pomoca
rozktadu normalnego zwrdcono uwage na prawidtowos¢ zachodzaca pomiedzy
wynikami testu zgodnos$ci rozktadu a warto$ciag koncentracji. Prawidlowos¢ ta
zostanie zaprezentowana na kolejnych rysunkach. Na rysunku 1 zamieszczono
warto$ci unormowane;j statystyki s ; testu chi-kwadrat (linia przerywana z kot-
kami) dla rozklad normalnego oraz wartosci koncentracji K; (linia ciagta z pro-
stokatami) dla tygodniowych stop zwrotu spotki ASSECOPOL. Na osi odcigtych
zaznaczono liczbe ostatnich lat uwzglednionych w procesie modelowania. Prze;j-
scie z modelu uwzgledniajacego =7 lat do modelu dla /=8 lat powoduje wzrost
warto$ci koncentracji z poziomu K=0,766 do K=1,911. Jednocze$nie obserwuje
si¢ istotny wzrost warto$ci unormowanej statystyki testu chi-kwadrat z warto$ci
hn=0,721 do hn=1,460.

25 1.300 0.64
- ) 0.733 0.748
066 0.662 0.671
Ki 15 0.766 0.721
[Sg=z=]
| 1 P~ 1911 146
— osP —W 2.068 1.653
: 2.941 2528

Rysunek 1. Wartosci unormowanej statystyki An, testu chi-kwadrat (linia przerywana
z kétkami) dla rozktadu normalnego oraz wartosci koncentracji K (linia cig-
gla z prostokatami) — spotka ASSECOPOL

Zrodto: opracowanie wlasne.

Analogiczng sytuacje obserwuje si¢ na rysunku 2 odnoszacym si¢ do tygo-
dniowych stop zwrotu spotki PEKAO, gdzie zmiana liczby uwzglednionych lat
z t=1 do t=2 spowodowata wzrost wartosci koncentracji z K=1,231 do K=3,426.
Pociagnelo to za soba wzrost statystyki testu chi-kwadrat z in=0,367 do hn=1,287.
W obydwu rozpatrzonych przyktadach skokowy wzrost wartosci koncentracji
spowodowal wzrost warto§ci unormowanej statystyki powyzej liczby 1, co ozna-
cza negatywny wynik testu.
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Rysunek 2. Wartosci unormowanej statystyki 4n,; testu chi-kwadrat (linia przerywana
z kotkami) dla rozktadu normalnego oraz wartosci koncentracji K; (linia cia-

gla z prostokatami) — spotka PEKAO

Zrodto: opracowanie wlasne.

Odwrotng sytuacje mozna zaobserwowa¢ na rysunku 3 odnoszacym si¢ do
tygodniowych stop zwrotu spotki PBG, gdzie zmiana liczby uwzglednionych
lat z t=1 do t=2 powoduje zmniejszenie wartosci koncentracji z K=1,947 do
K=0,508. Zmniejszenie warto$ci koncentracji przyczynia si¢ do zmniejszenia

warto$ci unormowanej statystyki z hin=1,018 do hn=0,622.

K = hy =
1.947 1.018
0.508 0.622
1.236 1.066
1.102 1.272
1.009 1.258
1.268 1.624

2
hn; 15
600
K; o —— 0
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— N
N\
055 2 3 4 5

&

Rysunek 3. Wartosci unormowanej statystyki 4n, testu chi-kwadrat (linia przerywana
z kotkami) dla rozktadu normalnego oraz warto$ci koncentracji K; (linia cia-

gla z prostokatami) — spotka PBG

Zrbdto: opracowanie wilasne.
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Podobne zachowanie wykazywata warto$¢ unormowanej statystyki testu
Kotmogorowa. Ze wzgledu na wcze$niejsze uwagi dotyczace malej przydatnosci
tego testu w ocenie zgodnos$ci rozktadow zrezygnowano z zamieszczania odpo-
wiednich rysunkow.

W miejsce tego zostang zaprezentowane rysunki dotyczace wynikow testu
zgodnosci Kolmogorowa-Lillieforsa wykonanego dla modelowania stéop zwrotu
z wykorzystaniem rozktadu Gaussa. Nalezy zauwazy¢, ze wyniki testu Kotmo-
gorowa—Lillieforsa wykazuja duza zbiezno§¢ z wynikami testu chi-kwadrat. Na
rysunku 4 zamieszczono warto$ci unormowanej statystyki KLn; testu Kotmo-
gorowa—Lillieforsa (linia przerywana z koétkami) dla rozkladu normalnego oraz
warto$ci koncentracji K; (linia ciagla z prostokatami) dla tygodniowych stop
zwrotu spotki POLIMEXMS. Przej$cie z modelu uwzgledniajacego =1 rok do
modelu dla /=2 lata powoduje wzrost wartosci koncentracji z poziomu K= -0,121
do K=1,018. Jednoczesnie obserwuje sie¢ wzrost warto$ci unormowane;j statystyki
testu z wartosci KLn=0,469 do KLn=1,029, co oznacza negatywny wynik testu.

Ki=  KLn=

) 0121 0.469

K S o — 1.018 1.029
oo 1.021 0.941
KLn e ad 0.659 0.974
eeo yZ W 0.784 1.016
— ¥ 0.911 1.221
1.911 1576

0 2.303 1.745

1 2 3 4 5 6 7 8

Rysunek 4. Wartosci koncentracji (K linia ciggla z prostokatami) i unormowane;j statysty-
ki testu Kolmogorowa-Lillieforsa (KLn — linia przerywana z koétkami) uzy-
skane dla rozktadu Gaussa — spotka POLIMEXMS

Zrodto: opracowanie wlasne.

Podobna sytuacje jak na rysunku 4 obserwuje si¢ na rysunku 5, ktory zostat
sporzadzony dla tygodniowych stop zwrotu spotki TVN.



16 Kamila Bednarz

2
Ki = KLni =
0.457 0.942
K 15 1.4 0.99
El'ff 1.701 1.168
eoo || 1526 1.061
- 1573 1155
1.756 1.336
0.5

t

Rysunek 5. Wartosci koncentracji (K linia ciggta z prostokatami) i unormowane;j statysty-
ki testu Kotmogorowa—Lillieforsa (KLn — linia przerywana z kotkami) uzy-
skane dla rozktadu Gaussa — spotka TVN

Zr6dto: opracowanie wilasne.

Wzrost liczby uwzglednionych lat z t=1 do t=3 powoduje wzrost warto$ci
koncentracji z K=0,457 do K=1,701, zmieniajac warto§¢ unormowanej statystyki
testu z KLn=0,942 na KLn=1,168.

Whioski koncowe

W pracy rozpatrzono wykorzystanie rozktadu Laplace’a i rozktadu Gaussa do
modelowania rozktadu tygodniowych stop zwrotu spotek wchodzacych w sktad
indeksu WIG20. Jako jedno z kryteriow przydatnosci rozktadu do modelowania
przyjeto maksymalny okres obserwacji zapewniajacy pozytywne wyniki testu
zgodnosci. Wyniki obliczen pozwolily stwierdzi¢, ze dane tygodniowe poprawity
jako$¢ modelowania w stosunku do danych dziennych wyrazajaca si¢ dtuzszym
okresem przydatnos$ci obydwu rozktadow. Ponadto dla danych tygodniowych
nadal zaobserwowano przewage rozktadu Laplace’a, dla ktérego $redni okres
przydatnosci (8,75 lat) jest 1,8 razy wigkszy niz §redni okres przydatnosci roz-
ktadu Gaussa — 4,81 lat.

W trakcie wykonywania obliczen zwigzanych z modelowaniem za pomoca
rozktadu normalnego wykazano interesujaca prawidtowos¢ zachodzaca pomig-
dzy wynikami testu zgodnosci rozktadu a zmiang wartosci koncentracji. Skokowy
wzrost wartosci koncentracji powodowal przekroczenie wartosci unormowanej
statystyki powyzej liczby 1, co oznaczato negatywny wynik testu. Za$ skokowy
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spadek wartosci koncentracji przyczyniat si¢ do zmniejszenia warto$ci unormo-
wanej statystyki, a zatem wplywatl na polepszenie wyniku testu zgodnosci.
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MODELLING THE DISTRIBUTION OF WEEKLY RATES OF RETURN
OF THE WIG20 COMPANIES BY MEANS
OF THE LAPLACE AND GAUSSIAN DISTRIBUTIONS

THE INFLUENCE OF SAMPLE KURTOSIS ON THE RESULT OF GOODNESS
OF FIT TEST FOR A NORMAL DISTRIBUTION

Summary

In this paper the application of Laplace and Gaussian distributions in modelling the
distribution of weekly rates of return of the WIG20 companies was examined. As one of
the criteria used for assessing the usefulness of a distribution in modelling, the maximum
observation period ensuring positive results of goodness of fit test was accepted. It has
been observed that weekly data improved the quality of modelling compared with daily
data, which was expressed in terms of the longer period of usefulness for both distribu-
tions. Furthermore, the attention was drawn to a curious regularity observed for the normal
distribution expressed by an important relation between the change in the value of sample
kurtosis and the result of the goodness of fit test.
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