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Streszczenie

W pracy dokonano oceny jakoS$ci estymatora parametru ksztattu rozktadu GED. Roz-
patrzono nastgpujace estymatory: uzyskany metoda najwigkszej wiarygodnosci (MNW),
metodg momentow (MM) oraz metodami uproszczonymi. Jako$¢ estymatora okre§lano na
podstawie warto$ci obcigzenia oraz wzglednego btedu $redniokwadratowego. Wykonano
symulacje komputerowe z wykorzystaniem generatoréw liczb losowych o rozktadzie
Gaussa oraz Laplace’a.

Stowa kluczowe: estymacja parametrow rozktadu GED, ocena jakosci estymatorow

Wprowadzenie

Przy wyznaczaniu ryzyka z akcji dokonuje si¢ analizy zmiennej losowe;,
jaka jest stopa zwrotu z akcji. Wyznaczajac szereg parametrow opisujacych te
zmienng, dokonuje si¢ pomiaru ryzyka inwestycji w akcje, szczegdétowo opisa-
nego w pracy Tarczynskiego i Mojsiewicza [2001: 61-84].

Najczesciej zaklada sig, ze rozktad stop zwrotu ma rozktad normalny. Zato-
zenie to nie zawsze jest stuszne. W cytowanej pracy analizowano tygodniowe
stopy zwrotu indeksu WIG za okres kwiecien 1991 — grudzien 2000, uzyskujac
negatywny wynik odno$nie do rozktadu Gaussa. Wynika stad potrzeba modelo-
wania empirycznych stop zwrotu za pomoca innych rozktadéw, np. rozktadow
o tzw. grubych ogonach, do ktoérych zalicza si¢ rozktad GED.
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W niniejszej pracy poréwnano wybrane metody estymacji parametrow
rozktadu GED (Generalized Error Distribution) ze wzgledu na jako$¢ uzy-
skanych estymatorow. Przyjeto nast¢pujace oznaczenia dla gestosci rozktadu
GED:

fx)= [y exXp(=AT [x—pf) (M
2 r[]
s

gdzie G (z) — funkcja gamma Eulera.

Dla s =1, rozktad GED przechodzi w rozktad Laplace’a (dwuwyktadniczy):
A
f(X)=?eXp(—/t|x—#|) )

W przypadku s = 2, otrzymuje si¢ rozktad normalny:

f(x)="=exp(=2* (x~ p)*) 3)

\/Z

W celu uproszczenia rozwazah przyjmuje si¢, ze na podstawie proby zostato
wyznaczone oszacowanie parametru pt

H= xk (4)

I MZ

1
N
a nastgpnie, ciag warto$ci x, zostal scentrowany poprzez odjecie 1.

W zwigzku z tym, rozwaza si¢ gestos¢ o postaci:
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1. Wybrane metody estymacji rozkladu GED
1.1. Metoda najwiekszej wiarygodnosci (MNW)
Stosujac MNW, wyznacza si¢ logarytm funkcji wiarygodnosci:
s N
In(L(A,5)) = N-In(A\)+ N -In|——|=> | Ax, |
21’\ 1] k=1
s
Z warunkéw
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. d
gdzie: U(z)= E[ln F(z)] .

Z réwnania (8) wyznacza si¢ parametr ksztattu s, a nastgpnie ze wzoru (7) —

parametr A .

1.2. Metoda momentow

W pracy [Purczynski 2002: 71-72] zaproponowano metodg estymacji para-

metrow rozktadu GED bazujaca na momentach absolutnych.
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Moment absolutny rzedu m wyraza si¢ wzorem:
EmszXI”"f(x)-dx 9)

Ze wzordw (5) i (9), otrzymuje sig:

r(m+1j
E =7 (10)

P -r(lj
s

Estymator momentu E,, ma postac:

SR 11
E =—>|x|"
m N kZ::l| k| ( )
Przyjmujac dwie rézne wartosci m,; i m, we wzorze (10) i rozwiazujac
powstaty uktad rownan, uzyskuje si¢ [Purczynski 2002: 72]:
n
F(ml + ljml | X 1
m om (E, )™
s T 1ym m _ (E,) 1 (12)

1 s 1
F(mz + 1)mz (Em2 )
S

(13)

gdzie m=m, lub m=m,

Rozwiazujac rownanie (12), wyznacza si¢ parametr ksztattu s, a kolejno ze
wzoru (13), parametr 4.
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W cytowanej pracy zwraca si¢ uwage, ze przyjmujgc we wzorach (9-13)
warto$¢ rzedu momentu m rowng parametrowi ksztattu s, uzyskuje sie wyniki
identyczne jak dla MNW.

1.3. Metoda uproszczona estymacji parametrow rozkladu GED

Metoda bazuje na zalezno$ciach zamieszczonych w pracy Krupinskiego
i Purczynskiego [2006] i zostala szczegdtowo omowiona w pracy [Purczynski
2011], w ktérej dokonano weryfikacji przydatnosci tej metody na przyktadzie
modelowania stop zwrotu indeksu gietdowego WIG20 oraz SP500.

W pracy [Purczynski 2011] zaproponowano ponizsze wzory stuzace do esty-
macji wartos$ci parametru s:
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Natomiast oszacowanie parametru A wyznacza si¢ z zalezno$ci, ktora
powstaje ze wzoru (13) dla m=1:

— = (15)
E, r(lj

Na podstawie wzoru (14) uzyskuje si¢ dwie wartosci oszacowania parametru
S:§ oraz s2 .
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2. Wyniki symulacji komputerowych

2.1. Opis eksperymentu numerycznego

W celu oceny jakosci poszczegdlnych estymatoréw wykonano eksperyment
numeryczny z wykorzystaniem generatorow liczb losowych o rozktadzie Gaussa
oraz Laplace’a. Symulacje komputerowe polegaly na wykonaniu K=1000 powto-
rzen i wyznaczeniu na tej podstawie btedu estymacji. Jako pierwszy wyznaczany
byt btad sredniokwadratowy MSE (Mean-Squared Error):

MSE:Li(fk _Sd)2 (16)
K i
gdzie:
§, — oszacowanie wartosci parametru s w k-tej symulacji;
s, — warto$¢ doktadna parametru ksztattu s.

W przypadku rozktadu normalnego s, =2, natomiast dla rozktadu Lapla-
ce’a s, =1.

Btad sredniokwadratowy jest o tyle istotny, ze ujmuje tacznie blad obcigzenia
estymatora, jak rowniez jego wariancje [Krzysko 1997: 17]:

MSE =V ($)+ B(5)* (17)

gdzie:
¥ (§)— wariancja estymatora
B(5)— obciazenie estymatora.

Kolejno wyznaczano warto$¢ bledu RMSE (Root Mean-Squared Error):
RMSE = MSE (18)
Jako ostatni wyznaczano btagd RRMSE (Relative Root Mean-Squared Error):

R 2
RRMSE = \/%i(s"s;s"] (19)
d

k=1

gdzie oznaczenia jak we wzorze (16).
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Zamieszczajac wyniki symulacji komputerowych, zastosowano oznaczenie
rmse w miejsce RRMSE.

Przy rozwigzaniu rownan (8) i (12) stosowano metode bisekcji (potowienia).

Obliczenia wykonano dla zmieniajacej si¢ dtugosci probki (liczby obserwa-
cji) N=31,41, 51,...,121.

2.2. Wyniki symulacji komputerowych dla rozkladu normalnego

Na rysunku 1 przedstawiono warto$ci obcigzenia wzglednego b estymatora
parametru s:

b:M ; gdzie: E(ﬁ):L
Sy K%

M=

(20)

uzyskane dla generatora liczb losowych o rozktadzie Gaussa (s=2).

Zastosowano nastgpujace oznaczenia dla obciazenia wzglednego (wzor (20))
poszczegolnych estymatoréw: bl—wzor (14) (estymator s, ); b2 — wzor (14) (esty-
mator $, ); bW — wzor (8) (estymator MNW); bM — wzor (12) (estymator MM).
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Zastosowano nastgpujace oznaczenia: .

linia kropkowana z iksami bW — obciazenie estymatora sW

linia przerywana z kotkami b/ — obcigzenie estymatora s

linia ciggta z prostokatami b2 — obcigzenie estymatora s,
linia kropkowano-przerywana bM — obcigzeni estymatora sM

Rysunek 1. Wartosci obciazenia wzglednego b estymatora parametru s

Zrodto: opracowanie wlasne.
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Z rysunku 1 wynika, Ze najmniejszym obcigzeniem jest obarczony jes esty-
mator §,, nieco wigkszym obcigzeniem charakteryzuje si¢ estymator s,. Kolej-
nym estymatorem ze wzgledu na wielko$¢ obcigzenia jest estymator sW (MNW).
Najwieksza warto$cig obcigzenia odznacza sie estymator metody momentow sM .

Na rysunku 2 zamieszczono wartosci btedu sredniokwadratowego rmse esty-
matora parametru ksztattu s uzyskanego dla poszczegélnych metod. Z rysunku 2
wynika, Ze najmniejszym bledem sredniokwadratowym jest obarczony estymator
§,. Poczawszy od N=61, nieco mniejszym btedem charakteryzuje si¢ estymator
5, . Estymator uzyskany MNW (wzér (8)) ma btad rmseW zblizony warto$cia do
btedu rmseM estymatora sM (metoda momentow ).
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Zastosowano nastepujace oznaczenia:
linia kropkowana z iksami rmsel — btad estymatora SW

linia przerywana z kétkami rmsel — biad estymatora s

linia ciagta z prostokatami rmse2 — btad estymatora §_

linia kropkowano-przerywana rmseM — blad estymatora sM

Rysunek 2. Wartosci wzglednego btedu $redniokwadratowego rmse

Zrodlo: opracowanie wlasne.
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2.3. Wyniki symulacji komputerowych dla rozkladu Laplace’a
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Zastosowano nastgpujace oznaczenia:

linia kropkowana z iksami bJ¥ — obcigzenie estymatora SW
linia przerywana z kétkami b1 — obcigzenie estymatora §,
linia ciggta z prostokatami b2 — obciazenie estymatoras,
linia kropkowano-przerywana bM — obciazeni estymatora sM

Rysunek 3. Wartosci obcigzenia wzglednego b estymatora parametru s

Zrbdto: opracowanie wlasne.

Na rysunku 3 zamieszczono warto$¢ obcigzenia poszczegodlnych estyma-
toréow uzyskanych dla generatora liczb losowych o rozkladzie Laplace’a (s=1).
Zdecydowanie najmniejszym obcigzeniem odznacza si¢ estymator s, — linia b2

oscyluje wokot zera.

Kolejnym estymatorem ze wzglgdu na warto$¢ obcigzenia jest SW (MNW).
Zblizone wartos$ci, nieco wicksze niz obcigzenie bW, wykazuje estymator s, oraz

A

sM .
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Zastosowano nastgpujace oznaczenia: .
linia kropkowana z iksami rmseW — obciazenie estymatora sW
linia przerywana z kétkami rmsel — obciaZenie estymatora §
linia ciggla z prostokatami rmse2 — obcigzenie estymatora s_

linia kropkowano-przerywana rmseM — obcigzeni estymatora sM

Rysunek 4. Wartosci wzglednego btedu $redniokwadratowego rmse

Zrbdto: opracowanie wilasne.

Na rysunku 4 przedstawiono wartosci bledu rmse uzyskane dla generatora
o rozkladzie Laplace’a. Z rysunku 4 wynika, ze najmniejszym btgdem wzglednym
rmse jest obarczony estymator s, . Nieco mu ustgpuje estymator §; Najwigkszym
btedem rmse charakteryzuje si¢ estymator sM . Blad rmseW estymatora MNW
przyjmuje dla malej liczebnosci proby (N=31) duze wartosci. Wraz ze wzrostem
liczby elementow N warto$ci tego bledu zdazaja asymptotycznie do bledow esty-
matora s, i §,.

Uwzgledniajac obcigzenie estymatora oraz btad rmse, w przypadku genera-
tora liczb losowych o rozktadzie Laplace’a nalezy poleci¢ stosowanie wzoru (14)
w odniesieniu do estymatora s, .

Whioski koncowe

W pracy rozpatrzono jako$¢ estymatora parametru ksztattu rozkltadu GED
uzyskanego metoda najwigkszej wiarygodnosci (MNW), metodg momentoéw (MM)
oraz metodami uproszczonymi. Jako$¢ estymatora okreslano na podstawie warto$ci
obciazenia oraz wzglednego bledu $redniokwadratowego wyznaczonego w wyniku
zastosowania generatorow liczb losowych o rozktadzie Gaussa oraz Laplace’a.
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Podsumowujac wyniki obliczen zamieszczonych w podrozdziatach 2.212.3,
nalezy stwierdzi¢, ze najgorsza jako$¢ wykazuje estymator uzyskany metoda
momentow (MM). Najlepsza jakos¢ uzyskano dla estymatorow wywodzacych si¢
z metod uproszczonych.

Posrednie wartos$ci obcigzenia i biedu sredniokwadratowego wykazuje esty-
mator uzyskany metodg najwigkszej wiarygodnosci (MNW).

W trakcie eksperymentu numerycznego wykonano obliczenia dla gene-
ratora liczb losowych o rozkladzie GED z parametrem ksztattu s=0,5. Jed-
nakze nie zamieszczono wynikow, ze wzgledu na bardzo duze warto$ci bledu
sredniokwadratowego uzyskanego dla wszystkich rozpatrzonych estymatorow.

Laczac wyniki symulacji uzyskane dla rozktadu Gaussa (parametr ksztattu
s=2) oraz rozktadu Laplace’a (parametr ksztattu s=1), mozna stwierdzi¢ przydat-
nos¢ estymatora §, (wzér (14)) do estymacji wartosci parametru ksztattu s dla
rozktadu GED.
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QUALITATIVE EVALUATION
OF GED DISTRIBUTION PARAMETER ESTIMATORS
FOR SELECTED METHODS OF ESTIMATION

Summary

In this paper the quality of an estimator of GED distriution shape parameter has been
evaluated. The following estimators were considered: the one obtained through the maxi-
mum likelihood method, the method of moments, and simplified methods. The quality
of estimator was evaluated on the basis of the value of the bias and mean squared error.
Computer simulations were conducted using random number generators with the Gaus-
sian and Laplace distribution.

Keywords: estimation of GED distribution parameters, evaluation of estimator quality
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